3

Suites réelles ou complexes

3.1 Prérequis

L’ensemble R des nombres réels est supposé construit avec les propriétés suivantes :
— c’est un corps commutatif totalement ordonné;

— il contient ’ensemble Q des nombres rationnels ;

— il est archimédien, c’est-a-dire que :

Va € R™*, Vb€ RT, In € N* | na > b.
Pour tout réel z, on note F () la partie entiére de x, c’est 'entier relatif défini par :
E(x)<z< E(z)+ 1.

L’existence de cette partie entiére se déduit du caractére archimédien de R.

La corps C des nombres complexes est également supposée construit.

Les éléments de R ou C seront appelés scalaires.

Les résultats classiques sur les fonctions continues ou dérivables d’une variable réelle sont
supposés connus de méme que les fonctions usuelles exp, In, sin, - - - Ces notions seront étudiées
plus loin.

3.2 (Généralités sur les suites réelles ou complexes

Les réels étant des complexes particuliers, les suites considérées sont a priori complexes.

On rappelle qu’une suite d’éléments de nombres complexes est une application définie sur N
(ou une partie de N) a valeurs dans C. On note usuellement u = (uy),,cyy OU u = (uy,) une
telle suite.

Pour simplifier, on suppose que les suites sont définies sur N et on note CY I’ensemble des
suites d’éléments de nombres complexes.

Dans I'ensemble CV, on définit la somme des suites u = (uy,), oy €t v = (), cy PAr U+ 0 =
(tn + Un),ey et le produit de u par le scalaire A par Au = (Aup,),,cy -

Muni de ces deux lois CY est un espace vectoriel sur C.

On définit également le produit des suites u = (uy), oy €t v = (vy)
ce qui confére & CN une structure d’algébre commutative sur C.

Une suite v = (uy,),,cy 5t :

— constante si :

n>ng

ey PAL UV = (U - Vn) ey s

Vn eN, U, =uy, ;
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30 Suites réelles ou complexes

— stationnaire (ou plus précisément stationnaire a partir d’un certain rang) si :
I eN|Vn>p, upy1 = uy ;
— périodique s’il existe un entier p > 1 tel que :
Vn € N, tUpyp = uy.

Définition 3.1 Soit u = (uy), oy une suite d’éléments de C. On dit que (vy), oy est une suite
extraite (ou une sous suite) de u s’il existe une application ¢ : N — N strictement croissante
telle que :

Vn €N, v, = Up(n)-

Par exemple, les suites (Uzn),cn s (U2n41)pen > (Un2),en SONE extraites de u.
On peut vérifier par récurrence que si ¢ : N — N est strictement croissante, alors :

Vn eN, p(n) > n.

Cette propriété est souvent utilisée.

Définition 3.2 On dit qu'une suite réelle (uy), oy est majorée [resp. minorée| si l’ensemble
U = {u, | n € N} est majorée [resp. minorée] dans R, ce qui signifie qu’il existe un réel M
[resp. m] tel que :
Vn €N, u, <M [resp. m < u,.|

Définition 3.3 On dit qu'une suite réelle ou compleve (uy), oy est bornée si l'ensemble U =
{u, | n € N} est borné dans C, ce qui signifie qu’il existe un réel M > 0 tel que :

Vn e N, |u,| < M.

Exercice 3.1 Montrer que la suite u = (uy,), oy définie par u, = 0 est bornée.
k=0""

Solution 3.1 Avec k! > 2= pour tout entier k > 1, on déduit que pour tout n > 1, on a :

0< Y 1<1+1+1+1 + !
k! 2 22 2n—1

k=0
<1+ = 3.

n

Exercice 3.2 Montrer que la suite u = (uy),, oy définie par u, = ) Z —1In (n) pour tout n > 1
k=1

est bornée.

1
Solution 3.2 La fonction t — n étant décroissante sur R™, on a :

1 kL gt kL gt MLt 1
Vk21,—:/ —g/ _g/ dt_ 1
k41 . k41 Lt .k k

et donc pourn > 2, on a :

noq no ekl n+1 1
— < / ﬂ:/ ﬁzln(n—{—l)g -,
k 1 k

— E+1 — t t
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soit :
1
Uy + e l+In(n)<In(n+1) <wu, +In(n)
ou encore :

1 1 1
O<ln(1+—)§ungln(1+—)— +1<1+In(2).
n n n+1

Exercice 3.3 Montrer que, pour tout réel o > 1, la suite (uy,), oy définie par :

Vn > 1, un:ikia

k=1

est bornée.

Solution 3.3 Il est clair que u est minorée par 0.

La fonction t — o étant décroissante sur R™, on a :

Fodt Pedt 1
Vk22,/ —z/ ar_ 1
k-1 t° ko1 ko ke

et donc pour tout n > 2, on a :

n n k n
1 dt dt 1 1
Unzl—i-gk—agl—i—g /1t_a:1+ t_a:1+a—1(1_na_1>

Exercice 3.4 On désigne par (u,), s, et (n),, les suites définies par :

Vvn Vvn
Uy = / cos (t2) dt, v, = / cos (t2) dt
0 1

et on se propose de montrer que ces deux suites sont bornées.
1. Montrer que pour tout réel o > 1 et tout entiern > 1, on a :
"dx 1
< )
e T a—1

2. Montrer que pour tout réel o > 1 la suite (w,),~, définie par :

wn:/ sin (x)da:
T

est bornée.

3. Montrer que :
1 (" cos(x)
Up = =
2/, Ve
4. En utilisant une wintégration par parties et le résultat de la question 2. pour une valeur
particuliere de o, montrer que la suite (vn)n21 est bornée.

dzx.

5. En déduire que la suite (uy),~, est bornée.
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Solution 3.4
1. On a :

"dx 1 1 1
— = 1— < .
;¢ a—1 nel) —a-—1

2. On a : . n g .
|wn|§/wdl’§/—x<
1 1

x " a—1

3. Le changement de variable x = t* donne dx = 2tdt = 2./xdt et :

1 " cos(x)
n— 3 d
U =5 /1 NG x

4. Une intégration par parties donne en posant :

1, 11
U= ——=, U = —=—F¢
N YN

x
v' = cos(x), v =-sin(z)

S LTy

_sin (n) _ sin (1) + L /1” —Sixn\ﬁ? dx

vn
1 " s
— <1let </ o (x)dx) borné. Il en résulte que la suite (v,), <,
1 n>1 -

sin (n)

Jn

est bornée.

1
5. Résulte de u, = / cos (%) dt + vy,.
0

avec

3.3 Suites convergentes ou divergentes

De maniére intuitive, on peut dire qu’'une suite (u, converge vers un scalaire ¢ si I’écart
) neN
|u, — €| peut étre rendu aussi petit que I'on souhaite dés que n est assez grand.

Définition 3.4 On dit qu’une suite (uy,), oy est convergente s’il existe un scalaire £ tel que :
Ve >0, dng € N | ¥n > ng, |u, — ] <e. (3.1)

Dans 'assertion (3.1), les deux derniéres inégalités peuvent étre strictes ou larges.

Il est parfois commode de se limiter & ¢ € ]0, 1] sans que cela ne soit restrictif.

En utilisant I'inégalité triangulaire dans C, on montre facilement que si une suite converge,
alors sa limite ¢ est uniquement déterminée. En effet, s’il existe deux scalaires ¢ et ¢ vérifiant
(3.1), on peut alors trouver pour tout réel € > 0 un entier ng tel que pour tout n > ng, on ait :

=0 =€ —up) + (up — )] < |0 —wp| + |u, — '] < 2¢,

ce qui équivaut a £ — ¢ = 0.

En cas de convergence, on écrira lim u, =fouwu, — /.
n—-+00 n——+00
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1
Exercice 3.5 Montrer que hlJTrl —=0.
n—+oo N

1
Solution 3.5 Poure > 0 donné il existe un entier ng > — (R est archimédien), ce qui implique
€

1 ‘ ) 1
que pour tout n > ng, on a |u,| = — < e. On a donc bien lim — =0.
n n—+oo N,

Le résultat suivant, qui est élémentaire, est souvent utile pour montrer la convergence d’une
suite.
Théoréme 3.1 Si u = (uy), oy est une suite de nombres complexes pour laquelle on peut
trouver une suite € = (£,),cy de réels positifs telle que lir}rl en =0 et |u, — ] < e, a partir
n—-roo

d’un certain rang, ou ¢ est un nombre complexe donné, alors lim wu, = /.
n—-—+00

Démonstration. On a :
Ve >0, dng € N | Vn >ng, |u, — ] <e, <e.
De l'inégalité :

|la| —[b]] < |a -]

valable pour tous scalaires a, b, on déduit, en utilisant le théoréme précédent, que :

lim (u,) =0 = hI_’I_l (lun|) = €] .

n—-+o00

Exercice 3.6 Montrer que lim
n—-+oo n

cos (n)

Solution 3.6 Se déduit de

n

|
Exercice 3.7 Montrer que lim — = 0.
n—-+oo N

Solution 3.7 Se déduit de :

n! nn—1 21 1
0< —=-— i<
n" n o n nn n

A’I’L
Exercice 3.8 Montrer que pour tout nombre compleze A, lim | — =0.
n—too \ b/ ey

Solution 3.8 Soit ng € N tel que ng > |A|. Pour tout n > ng, on a ng +k > || pour tout k
compris entre 1 et n —ng— 1, et :

|)\|n—n0

A _ T
(ng+1)---mn —

n!

A0
n()!

A0
no!

|)\’Tl—n0

|)\‘n—no—1 n -

A0
77,0!

Al
n

0<

: A"
et en conséquence lim | — =0.
n—too \nl /ey

En utilisant I'inégalité triangulaire, on déduit le résultat suivant.
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Théoréme 3.2 Une suite convergente est bornée.

Démonstration. Si lim w, = ¢, il existe un entier nq tel que :
n——+00

Vn > ng, |un] = |(up — ) + 4] < |u, — €]+ €] < 1+ ¢

et en posant M = max {|ug|,- -, |[tun,|, 1+ |€|}, on a |u,| < M pour tout n € N. [
Le résultat qui suit se déduit immédiatement de la définition d’une suite convergente.

Théoréme 3.3 Soit (uy,), . une suite réelle telle que lir+n (un) = L.

1. Si >0 [resp. £ < 0] on a alors u, >0 [resp. u, < 0] & partir d’un certain rang.
2. Si uy, est positif [resp. négatif] a partir d’un certain rang, on a alors £ >0 [resp. £ < 0].

Démonstration.

l
1. Pour ¢ = 5 > ( il existe ny € N tel que :

¢
Vn > ng, |u, — ] < 2

soit : ’ ’
Vn > ng, —§+€<un<§+£

et done : )
Vn > ng, un>§>0.

Pour ¢ < 0, on travaille avec la suite (—uy),, oy -

2. Se déduit facilement du premier point.

]
4]
27
comme vu dans la démonstration du théoréme précédent) a partir d’un certain rang et wu,, # 0
a partir de ce méme rang.

Le résultat suivant est souvent utilisé pour prouver la convergence de suites réelles.

De maniére générale, hIE (u,) = £ # 0 dans C, entraine |u,| # 0 (et méme |u,| >
n—- 00

Théoréme 3.4 Soient u = (Un),cr» V= (Un),en €t W = (Wn),, oy trois suites réelles telles que :
vn €N, v, <u, <w,.

S nEToo (v,) =L et nEIJPoo (wy) = ¢, alors nEIEoo (u,) = ¢.

Démonstration. Soit € un réel strictement positif. Il existe un entier naturel ng vérifiant :
VnZnOa g_ggvngungwn§€+5;

donc
Vn > ng, |u, — ] <e.

La suite u est donc convergente vers /. ]

Exercice 3.9 Etudier la suite u = (Z 2n k) .
kzln + n>1
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n n n
< < :
n2+n " n2+k " n2+1

Solution 3.9 Pour tout entier k > 1, on a ce qui entraine :

n? e < n?
Uy = U w, = )
"oon24n T T n241
n 1 1 1 L ) .
Avec v, — 1| = 5 < —etw, —1| = 5 < —, on déduvit que lim v, = lim w, =1
n°—+n n n°—+n n n—+00 n—+00

et lim wu, =1.

n—-4oo

L’exercice qui suit nous fournit une démonstration relativement simple de la densité de Q
dans R.

Exercice 3.10 Montrer que pour tout réel x, la suite (uy), .. définie par :

n

1
Un = [k
k=1

ou [-] est la partie entiére, converge vers —.
2

Solution 3.10 Pour tout entier k compris entre 1 et n, on a :

[kx] < kx < [kx] + 1

ou encore :
0<kae-—[kx] <1
et : . .
OSZ/{x—Z[lm] <n
k=1 k=1
501t :
1 n
0< @x — [kx] <n
k=1
ce qui donne :
1 1
0< nt r—u, < —
n n
, x
et lim wu, =—.
n—-4o0o 2

Définition 3.5 Une suite non convergente est dite divergente.
La divergence de la suite (u,), .y peut se traduire par :
VeeC, Je >0, Vno €N, In>ng | |u, — ] > e.
Une suite non bornée est donc divergente.

Exercice 3.11 En utilisant la définition, montrer que la suite u = ((—1)"), oy est divergente.
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Solution 3.11 Si cette suite converge vers un réel £, la suite |u| = (](=1)"]),cy qui est
constante égale a 1 va converger vers |l| et nécessairement £ = +1.
En écrivant que pour € = 1, il existe un entier ng tel que :

Vn > ng, [(—1)" —{] < 1,

et en prenant n > ng de la parité contraire a celle de £, on aboutit a 2 < 1 qui est impossible.
La suite u est donc divergente.

Le résultat précédent est un cas particulier du suivant.

Exercice 3.12 Soit (uy), oy une suite a valeurs dans Z. Montrer que (uy), .y converge si, et
seulement si, elle est stationnaire.

Solution 3.12 Soit (uy,), .y une suite a valeurs dans Z convergente vers £ € R. Il existe un
entier ng tel que :

1
¥n = no, [un = ttng| < fun = €]+ |6 = uno| < 5
ce qui implique que :
VTL Z ng, Up = uno

puisque les u, sont entiers. La suite (uy), oy est donc stationnaire et { € 7Z.
La réciproque est évidente.

Parmi les suites réelles divergentes, on traite a part celles qui tendent vers I'infini.

Définition 3.6 Soit (uy), .y une suite réelle.
On dit que (up), oy tend vers +00 si :

VM € R, 3Ing € N | ¥n > ng, u, > M.

On note alors lim wu, = +o0 ouu, — —+00.
n—-4o00 n—4oo

On dit que (un),cy tend vers —oo si :
VYm € R, Ing € N | Vn > ng, u, < m.

On note alors lim w, = —o0 ouu, — —0C.
n—-+o0o n—-+o0o

Une suite qui tend vers 400 est nécessairement positive a partir d’'un certain rang.

On peut remarquer que lim wu, = —oo si, et seulement si lim (—u,) = +oc0.
n—-+o0o n——+00
Si uw, = — avec v, > 0 pour tout n € N, alors lim wu, = 0 si, et seulement si, lim v, =
Un, n—-+oo n—-+4oo
+00.

Dans la définition ci-dessus, les inégalités peuvent étre larges ou strictes et on peut se limiter
a M > 0 et m < 0 sans que cela ne soit restrictif.

Une suite qui tend vers l'infini (i. e. vers +00 ou —00) est non bornée donc divergente.

Une suite complexe (u,),, oy telle que nl_lgloo |un| = +00 est divergente puisque non bornée.

Théoréme 3.5 Si u = (uy),oy est une suite de nombres complezes pour laquelle on peut

trouver une suite v = (vy), oy de réels positifs telle que liril v, = +00 et |u,| > v, a partir
n—-roo

d’un certain rang alors la suite u diverge.
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Démonstration. On a :
VM € R, dng € N |Vn > ng, |u,| > v, > M,

donc lim |u,| = 400 est u est divergente. ]

n—-+4o0o

1
Exercice 3.13 Montrer que pour tout réel o > 0, on a lirf n® = +oo et lirf — =0.
n—-+o0o n—-+oo N

Solution 3.13 Pour M > 0 donné, on a n® > M si, et seulement si, aln (n) > In (M) ce qui
est encore équivalent a n > e (les fonctions In et exp sont strictement croissantes). Il suffit
donc de prendre ng > e

Exercice 3.14 Montrer que si lim (u,) = ¢, alors lim (u,+1 —w,) = 0. La réciproque

n—-+400o n—-4o0o

est-elle vraie ?

Solution 3.14 Si lim (u,) = ¢, on peut alors trouver, pour tout réel € > 0, un entier ny tel
n—-—+00
que :

Vn > ng, [Uni1 — Un| < |tupsr — 0]+ [0 — u,| <,
ce qui signifie que lim (w41 —uy,) = 0.
n—-+o0o
Plus généralement, on a liT (Untp — un) = 0 pour tout entier p > 1.
n—-roo
La réciproque est fausse comme le montre 'ezemple de la suite u = (y/n)
Cette suite est divergente puisque non bornée et pourn > 1, on a :

VAFT - v/ =

neN -

1
— = 0.
Vvn+ 14 /n n—too

On peut aussi considérer, plus généralement, la suite u = (n®), .y avec a € ]0,1[. Cette suite
est divergente puisque non bornée et pour n > 1, on a :

6% 6% an+1 n+1 «
(n+ 1) —n*=[t"" = dt

«

IN

0

RN
nl=® n—+too
puisque 1 — a > 0.

On peut ausst utiliser le théoréeme des accroissements finis pour écrire que :

(n+1)% —n* =

n

, ‘ o1 a «
avec &, compris entre n et n+ 1, ce qui donne oy, = 51_04 < — ¥
- -
n

Ou encore écrire que :

o 1\“ 1 1
O<n+1)"=n*"=n"{(1+—-) —1)<n"(1+=-—-1)=——.
n n n-—«

Exercice 3.15 Montrer que st lir}rq (un) = € alors, pour toute application ¢ : N — N stricte-
n—-+0oo

ment croissante, on a lim (u¢(n) — Un) = 0.
n—+oo
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Solution 3.15 En utilisant l'inégalité p(n) > n pour tout n € N, on déduit que si lim (u,) =

n—-—+00
l, on peut alors trouver, pour tout réel € > 0, un entier ng tel que :

Vn > nyg, ‘ugp(n) - un| < |u¢(n) — E‘ + |0 —u,| <e,

ce qui signifie que lir+n (uq,(n) — un) = 0.

Exercice 3.16 Montrer que les suites u = ((—1)"),cn, v = (Z —> et w = (In(n)),>,
neN*

sont divergentes.
Solution 3.16 Résulte de :

s =] = | (=1 = (1) =2,

n

1 n 1
o el =3 2 5, =
k=1

et :
|wa, — wy,| =1n(2).

On peut remarquer que la deuxiéme suite est telle que pour tout entier p > 1, on a :

p
. 1 1
ngrfoo (Un-HD - U”) - nEIEoo (Z n+ k’) =0

k=1

(somme finie de suites convergentes vers 0 - voir le théoréme 3.14, page 48 -).

Exercice 3.17 Montrer que la suite u = (In (In (n))),>, est telle que lim ug, —u, = 0 et non

n——4oo

convergente.

Solution 3.17 On a :

In(n) + In (2 In (2
=t = (1 20) — s (1 o)) = 1 LR g 2
(2 o |
et comme in tend vers 0 lorsque n tend vers linfini, il en est de méme pour ug, — u, =
In (2)
In(1 ,
n(l+ In (n))

Pourtant si l'on forme : u,2 —u, on a :

21In (n)
In (n)

Up2 — u, = In ((Inn?)) — In(In (n)) = In( ) =1In2.

Pour étudier une suite, il est parfois commode de la comparer a une suite de référence. Les
suites géométriques font parties de ces suites de référence.

Exercice 3.18 Etudier la suite géométrique u = (a™), . ot a € C.
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Solution 3.18 Sia =0 alors u est stationnaire sur 0.
Pour |a| > 1, Uinégalité de Bernoulli (ou plus simplement la formule du binéme de Newton)

nous dit que |a™| > 1+ n(|la| — 1) et comme |a| —1 >0, on a lirf (n(la] = 1)) = +oo, ce qui

entraine que lim |a|" = +oo et la suite u diverge.

n—-+00
) 1 1 . .
Pour 0 < |a| < 1, en écrivant que |a|" = —— avec ﬂ > 1, on déduit que lim a™ = 0.
— a n—-+00
lal™

Pour |a| =1, on a a = €.

Si 0 = 2k avec k € Z (soit a = 1), alors u est constante égale a 1.
Supposons que 0 ¢ 217 et lim (eme) = /. Avec :

n—-+00

U1 — Un|2 = |€m9 (1 — eie) ‘2 = ‘1 — ew‘z = 4sin? (g) ,

0
on déduit que sin (5) =0 et 0 € 217, ce qui est contradictoire. La suite u est donc divergente.

On peut aussi dire que $i lirjp (eme) = ( alors |{] = liril (‘ei”9|) =1, donc ¢ # 0 et

e = lim (Un+1> =1, ce qui contredit 0 ¢ 27Z.

n—-+4o0o Unp,

Exercice 3.19 Soit u = (uy), oy une suite réelle ou complexe.

1. Montrer que s’il existe un réel \ € [0, 1] tel que |upi1| < A|uy| @ partir d’un certain rang
no, alors lim (u,) = 0.

n—-+
2. Montrer que s’il existe un indice ng tel que u,, # 0 et s’il existe un réel A > 1 tel que
[tunt1] > A|un| pour tout n > nyg, alors u diverge.

Un+1
Unp

3. Montrer que si u, # 0 a partir d’un certain rang ng, et lim <

n—-+4o00o

) = A€ [0,1],

l li = 0.
alors lim (un) =0

4. Montrer que si u, # 0 a partir d’un certain rang ng, et ngrfoo ( ngl ) =A>1, alorsu
diverge.

5. Trowver (uy), oy telle que u, # 0 pour tout n € N, nEToo UZZI =1et n1—1>r—ir-loo Uy = +00.

6. Trouver (un), oy telle que u, # 0 pour tout n € N, nl_lﬂloo UZ:1 =1 et nETm u, = 0.

7. Trouver (uy), oy telle que u, # 0 pour tout n € N, nEIEOO u;zl =1et ngrfoo u, = 10.

Solution 3.19

1. Si A =0, alors u est stationnaire sur 0 a partir du rang ng + 1.
On suppose donc que A € 10, 1].
Montrons par récurrence sur n > ng que |t,] < Uy A",
C’est vrai pour n = ny.
Supposons que pour une valeur n > ng on ait |u,| < ug A", comme |up1] < Augl,
on a |tny1| < Uy A" et la récurrence est établie.
Pour A € 10,1[ la suite géométrique de terme général %)\" converge vers 0, et comme

cette suite magore la suite positive (|un|), oy 0 peut affirmer que cette derniére converge

aussi vers 0 et il en est de méme de (up),, oy -
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7.
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Si un, # 0, on vérifie par récurrence que u, # 0 pour n > ng. En appliquant le ré-
1 1
sultat précédent a la suite (| |> , on déduit que lil}rl <| |) , ce qui équivaut a
Un n>ng n—reo Un
liIE (lun]) = +o0 et u diverge.
St lim ( Unt1 ) =\ ona:
n—-+4+oo Unp,
/U/n
Ve>0, IngeN|VneN, n>ny = A—e< || < Xte.
Un,

Dans le cas ou X € [0, 1], on peut choisir & assez petit pour que p = N+ ¢ soit strictement
inférieur a 1 et on a alors |un+1| < pluy,| pour tout n > ny avec p € 10, 1], ce qui implique

lim (u,)=0.
n—-+00 ( )
1
Le résultat précédent appliqué a la suite v définie par v, = —— pour n assez grand, nous

||
dit que liril (v,) =0, donc liril (|un]) = 400 et (un), ey diverge.

On considere la suite de terme général u, =n + 1.

1
1l td d n=—".
suffit de prendre u T

On considére la suite de terme général u,, = 10 +

n+1

Exercice 3.20 Soit u = (uy), oy une suite réelle ou complexe.

1.

NS G

Montrer que s’il existe un réel X € [0, 1] tel que {/|u,| < X @ partir d’un certain rang ny,
alors lim (u,) = 0.

n—-4o0o

Montrer que s’il existe s’il existe un réel X > 1 tel que {/|u,| > X @ partir d’un certain
rang ng, alors u diverge.

Montrer que si hrf <{‘/ |un|) =X € |0,1], alors liIJP (un) =0.
Montrer que si lirf ({1/ |un|> = \> 1, alors u diverge.
Trouver (un), oy telle que 1151_1 VNun| =1 et hrf Uy, = +00.

Trouver (un), oy telle que hl’f Y0ug| =1 et lhil u, = 0.

Trouver (un),cy telle que lirE Y|up| =1 et lirf u, = 10.

Solution 3.20

1.
2.

3.

Résulte de 0 < |u,| < A" pour n > ngy avec liIJIrl (A") =0 (A € 0,1]).

Résulte de |u,| > A" pour n > ng avec lim (\") = +oo0 (A > 1).

+oo
Si lim («"/|unl> =\ ona:

n—+oo
Ve>0, IngeN|VneN, n>ny = A—e< {|u,| <A +e.

Dans le cas ou X € [0, 1], on peut choisir e assez petit pour que p = N+ ¢ soit strictement
inférieur a 1 et on a alors {/|u,| < p pour tout n > ng avec p € [0,1[, ce qui implique
lim (u,)=0.

n—-+o00
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4. Le résultat précédent appliqué a la suite v définie par v, = |—’ pour n assez grand (pour
Unp

e > 0 assez petit et n > ng, on a {/|u,| > A—e > 0 et u,, # 0) nous dit que lirf (v,) =0,
n—-roo
donc liril (Jun|) = 400 et (up), ey diverge.

5. On considére la suite de terme général u,, = n.

1
6. Il suffit de prendre v, = ——.
n+1

10 1\"
7. On considére la suite définie par u, = — <1 + —> pour n > 1.
e n

En utilisant le théoréeme de Césaro, on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 3.6 Soit u = (uy,), oy une suite réelle ou complexe telle que u, soit non nul a partir

) =\, alors 1—1>I—|I-1c>o <W> =\

un+1

n—-+4oo Uy, n

d’un certain rang. Si lim <

Démonstration. Voir 'exercice 3.74. []

Remarque 3.1 La réciproque du théoréme précédent est fausse (voir lexercice 8.7/.).
|

n!
Exercice 3.21 Montrer que la suite u = (—) est convergente vers (.
n" n>1

Solution 3.21 Se déduit de u,, > 0 pour tout n > 1 et :

1)n" " 1
i (%) = (D) _ (1Y)
n—too \ Uy n—+oo \ (n + 1)" n—+too \ \ 1 + 1 e

Exercice 3.22 Montrer, en utilisant le théoreme précédent, que pour tout nombre complexe \,
n

la suite u = | — est convergente vers (.
n! neN

Solution 3.22 Pour A = 0 c’est clair et pour \ # 0 le résultat se déduit de :

lim( ):lim(‘)\’):()
n—-+o0o n—-+o0o 71%—1

Exercice 3.23 Montrer que si f : [1,4+00] — R est une fonction telle que la fonction g : x —

Unp+1
Up,

zf (x) soit minorée par un réel X > 0, alors la suite réelle u = | > f (k) est divergente.
k=1 n>1

Solution 3.23 On a :

n

1

k:1n+k

v

“ n A
Ugn — U = > f(n+k) =\ Ay =520
k=1

et la suite diverge.

LA
Exercice 3.24 Montrer que pour tout o < 1, la suite réelle de terme général u = (Z ﬁ)
k=1 n>1
est divergente.

Solution 3.24 1[I suffit d’appliquer le résultat précédent a
1

fixr— o

avec o f (z) =217 > 1 pour a <1 etz > 1.
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3.4 Valeurs d’adhérence

Définition 3.7 On dit qu’un scalaire a est valeur d’adhérence de la suite (un), o il est limite

d’une suite extraite de (un), oy -

Exemple 3.1 On considére la suite de réels (un), oy définie par,

1
VneN, u, = (—1)" (1 .
neN, u ( )(+n+1)

Les réels 1 et —1 sont valeurs d’adhérence de cette suite car la suite (ugy), oy €st convergente
vers 1 et la suite (Ugni1),cy vers —1.

Le résultat suivant est parfois utilisé par sa contraposée pour prouver la divergence d’une
suite.

Théoréme 3.7 Une suite convergente a une unique valeur d’adhérence. Autrement dit : si une
suite est convergente, alors toute suite extraite converge vers la méme limite.

Démonstration. Supposons que lim (u,) = ¢. Pour tout réel € strictement positif, on a :

n—+o0
dng € N |Vn > ng, |u, — €] <e
et pour toute application ¢ : N — N strictement croissante, on a :
Yn > ng, @ (n) >n>mng
ce qui implique que :
Vn > nyg, }u¢(n) — 6‘ < e.

La suite (u@("))neN est donc convergente vers /. [ |
L’exercice qui suit nous montre que la réciproque est fausse, c¢’est-a-dire qu’une suite qui n’a
qu'une valeur d’adhérence n’est pas nécessairement convergente.

Exercice 3.25 Montrer que la suite u = (n(_l)n)
et est divergente.

neN admet 0 comme unique valeur d’adhérence

1
Solution 3.25 De lim wug,.; = lim =0, on déduit que 0 est une valeur d’adhérence
n—-+oo n—+oo 2N + 1
de u.
Sil = lirf Up(n) €St une valeur d’adhérence non nulle de u, ot ¢ : N — N est strictement
n—-00

croissante, on a alors £ > 0 (puisque u, > 0 pour tout n) et :

In(0)] = lim |In(upw)| = lim |[(=1)*™p(n)| = lim ¢ (n) = +oo,

n—-4o00 n——+oo n—-4o00

ce qui est impossible. Donc 0 est l'unique valeur d’adhérence de u.
Et cette suite est divergente puisque non majorée (ug, = 2n).

On peut aussi utiliser la suite définie par :

0 si n est impair,
Uy = . :
" n si n est pair.

Comme conséquence du théoréme de Bolzano-Weierstrass, on montrera le résultat suivant
(théoréme 3.20).
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Théoréme 3.8 Une suite réelle (u,), oy est convergente si, et seulement si, elle est bornée et
n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Théoréme 3.9 Une suite réelle est divergente, si et seulement si, elle vérifie l'une des deux
conditions suivantes :

— elle est non bornée ;

— elle est bornée et admet au moins deux valeurs d’adhérence.

Exercice 3.26 Montrer qu’une suite périodique convergente est nécessairement constante.

Solution 3.26 Soit (uy),cy une suite périodique convergente vers { et périodique de période p
ol p est un entier strictement positif.

Pour tout entier naturel k, la suite extraite <upn+k)neN est constante de valeur commune u; et
convergente vers {. On a donc uy = € pour tout k € N.

La réciproque est évidente.

Exercice 3.27 Soit u = (uy), oy une suite compleze telle que les deux suites extraites (uzy,)
et (Ugnt1),en SONE convergentes. A quelle condition la suite (uy), oy est elle convergente ?

neN

Solution 3.27 En notant { et ¢’ les limites respectives des suites (Uay),cn €t (U2nt1) ey s MON-
trons que u est convergente si, et seulement si, { = ('

Si 0 £ 0, alors u admet au moins deux valeurs d’adhérences distinctes et en conséquence ne
peut converger.

Si 0 =1, pour tout réel € > 0, on peut trouver des entiers ny et ny tels que :

Vn > ny, |ug, — ] <e
Vn > ng, |ugnir — 0| <e

et en notant ng = max (2ny,2n, + 1), on a :
Vn > ng, |u, — | <e.

Exercice 3.28 Montrer que si u = (un), oy €st une suite complexe telle que les trois suites
extraites (Usgn),en » (Uant1)pen €F (Usn),en SONE convergentes (pas nécessairement vers la méme
limite), alors u est convergente.

Solution 3.28 Notons {, {' et (" les limites respectives des suites (uan),cn> (Uznt1),en €t
(u3n)n€N '

La suite (ugn), ey qui est extraite de (ugn), oy €t (Usn),cy converge vers € et £", ce qui entraine
¢ =" du fait de l'unicité de la limite. De méme en remarquant que (Ugn43),cy €St extraite de
(Uon+41)pen € (Usn)pen > 0N déduit que €' = 0" et £ = {', c’est-a-dire que (Ugp),cy €t (U2nt1)
convergent vers la méme limite, ce qui équivaut a la convergence de u.

neN

Le résultat qui suit est classique, méme si démonstration n’est pas élémentaire.

Exercice 3.29 On se propose de montrer que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite
u = (cos (n)),cy est [—1,1].

On dit qu’un sous-groupe additif H de (R, +) est discret si pour tout compact K de R, l'inter-
section H N K est finie.
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1. Montrer que les sous-groupes additifs de R discrets sont de la forme :
Zoo={po | p € L},

ot o est un réel.
2. Montrer que les sous-groupes additifs de R sont denses ou discrets.

3. Soient a, b deux réels non nuls. Montrer que le groupe additif G = Za+Zb = {pa + qb | (p,q) € Z*}

a
est discret [resp. dense] si, et seulement si, 7 est rationnel [resp. irrationnell.
4. On noteI' ={z € C| |z| = 1} le cercle unité dans le plan compleze.

(a) Montrer que {€™ |n € Z} est dense dans T.

(b) Montrer que l’'ensemble {cos (n) | n € N} est dense dans [—1,1], ce qui signifie que
Iensemble des valeurs d’adhérence de la suite u = (cos (n)), oy est [—1,1].

Solution 3.29

1. Il est clair que tout sous-groupe de (R, +) de la forme Zo est discret. En effet pour o = 0
c’est clair et pour o # 0 tout compact K de R est contenu dans un intervalle [a,b] avec
a <betiln’y aquun nombre fini d’entiers p vérifiant a < pa < b.
Réciproquement si H est un sous-groupe discret de (R, +) non réduit a {0}, il eziste alors
un réel a dans HNRY 0#a€ H= —ac H) et]0,a]NH est fini non vide, il admet
donc un plus petit élément o > 0. De o € H on déduit que Za C H. De plus, pour tout
v € H il existe un entier relatif k tel que 0 <z —ka < a <a (k=FE (2)) et avec

x—ka € HNR, on déduit du caractére minimal de o que © — ka = 0, soit © = ka € Za.
On a donc en définitive H = Za.

2. Si H un sous-groupe additif de R non réduit a {0} alors :
K=HNR, #0

et cet ensemble est minoré par 0, il admet donc une borne inférieure c.

On distingue deuz cas.

St > 0, alors a € K. En effet dans le cas contraire, par définition de la borne inférieure,
on peut trouver x € K tel que o < x < 2« (on suppose que o ¢ H ). Pour la méme raison,
on peut trouver y € K tel que a <y <w. On a alors 0 <z —y < a avecx —y € HNRY,
ce qui est contradictoire avec la définition de la borne inférieure o. Avec la structure
de groupe additif de H, on déduit alors que H = Za. En effet, Za C H du fait que «
appartient au groupe H et pour tout x dans H, il existe k dans Z tel que 0 < x — ka < «,
donc x — ka =0 et x € Za, c’est-a-dire que H C Za.

Sio =0, alors H est dense dans R. En effet pour x <y dans R, il existe z dans H N R,

x x
tel que 0 < z <y —x soz’t1<g—— etpourne}—,g[ﬂz, on ar < nz <y avec

z oz z' z
nz € H.

St G est discret, alors G = Za et a = pa, b = qa avec p et ¢ non nuls dans 7 et en
a

conséquence — = P € Q.
b ¢q

L. a . . .a P . .
Réciproquement, supposons 3 rationnel, on peut écrire 3 = — avec p et q entiers premiers
q

entre eux et on a :

b
G =7Za+7b= (Z?+Z>b:(zp+zq)-.
q q
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b
Le théoreme de Bézout nous dit que Zp + Zq = 7Z et donc G = Z—, c’est-a-dire que G est
q

discret.

(a) Comme 27 est irrationnel, le groupe H = 72w + 7 est dense dans R. Avec la 27-
périodicité, la continuité et la surjectivité de lapplication f : v — €@ de R sur ', on
déduit alors que [’ensemble :

f(H) = {6(27”7”")" | (m,n) €ZxZ} ={e"|neZ}

est dense dans I'.

(b) Avec la continuité et la surjectivité de la projection p : z — R (z) de I' sur [—1,1],
on déduit que l'ensemble {cos (n) | n € Z} est dense dans [—1, 1], puis par parité que
lensemble {cos (n) | n € N} est dense dans [—1,1].

Moins classique sont les résultats suivants.

Exercice 3.30 Soit o un réel fixé dans ]0,1] et u = (un),cy définie par u, = cos(n®) pour
n > 0.

On se donne un réel x € [—1,1] et on note 6 le réel de [0,n] défini par x = cos (0).

Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢ (n) Uentier défini par :

e(n)* <O0+2nt < (p(n)+1)"

c’est-a-dire que ¢ (n) = E ((9 + 2n7r)é) (E est la fonction partie entiére).

1.

Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante de N* dans N*.

2. Montrer que lim (6 + 2nm — ¢ (n)*) = 0.

n—-+o00

3. Montrer que lim (uw(n)) =z.

/.

n—-+o00

En déduire que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u est [—1,1].

Solution 3.30

1.

2.

Résulte de la croissance de la fonction partie entiére (précisément si x —y > 1 alors
E(z) > E(y)), de la stricte croissance de la fonction ta et du fait que 27 > 1. En effet,

en posant v, = (0 + 2nm)= et en utilisant le théoréme des accroissements finis, on a pour

tout entiern > 1 :
1 14

Upn+1 — Un = 271—_57%
o

ot &, est un réel compris entre 0+2nm et 0+2 (n+ 1) w. Et comme 0 < a < 1,&, > 1, on

1 1.
a =& s et Vpy1 — Uy > 21 > 1 de sorte que o (n+ 1) = E (v,11) > E(v,) = ¢ (n).

a
Résulte de :

0<O+2nt—9n)*<(en)+1)*—pn)*

et de lim ((p+1)* —p®) =0 (exercice 3.14).

p—too

3. Pour n > 1, on a, en utilisant l"inégalité des accroissements finis pour la fonction cos :

|Upn) — | = |cos (¢ (n)*) — cos (0)] = |cos (¢ (n)*) — cos (6 + 2n)]
<10+ 2nm—p(n)* — 0.

n—-—+o00
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4. La suite u étant a valeurs dans [—1,1], ses valeurs d’adhérence sont dans [—1,1] et ce qui
précéde nous donne linclusion réciproque puisqu’on a montré que tout réel x € [—1,1] est
limite d’une suite extraite de u.

Exercice 3.31 Soit u = (uy), oy définie par u, = cos (In(n)) pour n > 1.
On se donne un réel x € [—1,1] et on note 6 le réel de [0,n] défini par x = cos (0).
Pour tout entier n > 1, on désigne par ¢ (n) Uentier défini par :

In(p(n)) <0+2nm <ln(p(n)+1)

c’est-a-dire que p (n) = E (e?72"™) (E est la fonction partie entiéere).
1. Montrer que ¢ est une fonction strictement croissante de N* dans N*.

2. Montrer que lim (6 4 2nm —In(p(n))) = 0.

n—-4+oo

3. Montrer que lim (ug,(n)) =x.

n—-4oo

4. En déduire que l’ensemble des valeurs d’adhérence de la suite u est [—1,1].

Solution 3.31

1. Résulte de la croissance de la fonction partie entiére (précisément si x —y > 1 alors
E (z) > E(y)), de la stricte croissance de la fonction €' et du fait que €*™ > 2. En effet,
en posant v, = e’ on a pour tout entier n > 1 :

Upa1 — Up = gl (627r — 1) > 1

de sorte que ¢ (n+1) = E (vp41) > E (vs) = ¢ (n).
2. Résulte de :

0<6+2nm—In(p(n) <In(p(n)+1)—In(p(n)) =In (H sogn))

1
avec liril In (1 + T) = 0 (¢ est strictement croissante de N* dans N*, donc liril ¢ (n) =
n—-+oo pn n—-+oo

+00).
3. Pour n > 1, on a, en utilisant ['inégalité des accroissements finis pour la fonction cos :
{uw(n) — ZL‘| = |cos (In (¢ (n))) — cos (0)| = |cos (In (¢ (n))) — cos (8 + 2n7)|
<|0+2nT—In(p(n))] — 0.

n—-+o00

4. La suite u étant a valeurs dans [—1,1], ses valeurs d’adhérence sont dans [—1,1] et ce qui
précéde nous donne linclusion réciproque puisqu’on a montré que tout réel x € [—1,1] est
limite d’une suite extraite de u.

3.5 Le critére de Cauchy

Définition 3.8 On dit qu’une suite (u,), oy est de Cauchy si :

Ve >0, dng € N | Vn > ng, Ym > ng, |u, — un| < e.
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Comme pour la définition d’une suite convergente les inégalités peuvent étre strictes ou larges
et on peut se limiter & € € ]0,1[. De plus, comme m et n jouent des roles symétriques, on peut
se limiter a m > n.

Théoréme 3.10 Une suite de Cauchy est bornée.

Démonstration. Si (u,), . est une suite de Cauchy, il existe alors un entier naturel ng > 1
tel que :
Yn > ng, Vm > ng, |u, — uy| <1

ce qui entraine :
Vi > o, [un| < Jun — | + [tng| < 1+ [y,

et en posant :
M:maXHuO’?"' 7|un0|’1+ |un0|}

on a |u,| < M pour tout n € N, ce qui signifie que la suite (uy), oy est bornée. ]
Théoréme 3.11 Une suite convergente est de Cauchy.

Démonstration. Soit (u,),.y une suite convergente vers £. Pour tout € > 0 il existe un
entier positif ng tel que :
Vn > ng, |u, — | <e

et :
Vn > ng, Vm > ng, |[un — | < |un — £ + |y, — €] < 2e.

La suite (u,),cy est donc de Cauchy. [
On admet que la réciproque est vrai, c¢’est-a-dire le résultat fondamental suivant.

Théoréme 3.12 Une suite réelle ou complexe est convergente si, et seulement si, elle est de
Cauchy.

Ce résultat se traduit en disant que ’espace métrique C muni de la norme usuelle est complet.
Le résultat suivant est souvent utilisé pour montrer qu’une suite est de Cauchy.

Théoréme 3.13 Si (uy), oy est une suite dans C telle qu’il existe une suite (&) de réels

positifs vérifiant :

n>ng

lim (g,) =0,

n—-+o0o

{‘v’m>n2no, |um_un|§5n7

alors cette suite est de Cauchy et en conséquence convergente.

Démonstration. De lirf (en) = 0, on déduit que pour tout réel € > 0 on peut trouver un
n—-roo

entier ng tel que €, < € pour tout n > ng, ce qui entraine |um — un| <epour m>mn=>ng N

Exercice 3.32 Montrer que, pour tout nombre complexe z, la suite (u, (2)) définie par
n_ ok

up (2) = > T est convergente. La limite de cetle suite est [’exponentielle compleze de z notée
k=0 K

exp (2) .

neN
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Solution 3.32 Pour m >n > 2, on a :

|um (2) = un (2)] = Em il
m n %)) = K|~ (nt D)
k=n-+1

_ |Z’n+1 . N
~ (n+1)!

1+

Suites réelles ou complexes

m—n—1

n+2 Ty m—1m

2 m—n—1
2] K 2]
n+2  (n+2)° (n+2)" "1

et en désignant par ng > 2 un entier naturel tel que ng+2 > |z|, on a pour m > mn > nqy :

n+1
1
i (2) =t (2)] < €0 = A

! ||
(n+1)'1 — =

avec lim (e,) =0, ce qui implique que (uy, (2)),cy st de Cauchy, donc convergente.

n—-+o00

1
En écrivant ¢, = 5n—z\7 le fait que

|
T n+2
lim Ont1 i 2|
n—-+00

1m
On n—+oo N + 2

Exercice 3.33 Montrer que, pour tout nombre compleze z tel que |z| < 1, la suite (u, (2))

k

lim (g,) =0 se déduit de lim

n—-+00

2]
1——— ) =1cet
nﬁ—&-OO( n+2 ¢

=0 qui entraine lirf (0,) = 0.

n>1

"z
définie par u, (z) = Z— est convergente (pour z réel, cette limite est —In (1 — z)).

k=1

Solution 3.33 Pour m >n>1, on a :

m m—n—1
fum (2) = () = | D2 T <Y [k
k=n+1 k=0
< ‘Z‘n—i-l e < ‘Z’n—l-l 1
—I¢] =[]

3.6 Opérations sur les suites convergentes

Théoréme 3.14 Soient u =

li n) =0
Hm (on)

(un)neN et v =

(VUn)peny deux suites telles que lim (u,) = € et

n—-+o0o

1. Les suites u+ v et u-v sont convergentes vers respectivement { + €' et - 0'.

2. Dans le cas ot les suites u et v sont réelles, les suites min {u,v} = (min{u,,v,})

neN

et max {u,v} = (max{un,vp}),cy s0nt convergentes vers respectivement min {¢, ('} et

max {(, ('} .

Up,

v Un,

u
3. Sil' #£0, il existe alors un entier ng tel que la suite — = (—) soit définie et cette
n>ng

suite converge vers —.
gl

4. Sil >0, il existe un entier ng tel que u, > 0 pour tout n > ng et la suite \/u = (,/un)n>n0

converge vers \/Z .

Démonstration.
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1. Soit € un réel strictement positif.
dng € N, Vn > nq, |u, — | <e,

Ing €N, Vn > ny, v, — 0| <e.

En posant ng = max{n,ny}, on a :
Vn > ng, [(un +v,) — (C+ ) < |up — 0 + v, — 0] < 2e

ce qui signifie que la suite u + v converge vers £ + ¢'.
Par ailleurs, comme la suite convergente v est bornée, il existe un réel M > 0 tel que :

VneN, |v,| <M
et pour tout n > ng, on a :

[tunvy, — ) < |upv, — lv,| + [Cv, — 00| < M |u,, — €| + || |v, — ']

< (M +1[l)e,
ce qui signifie que la suite u - v est convergente vers £ - (.
2. Se déduit de : .
min (a,b) = §(a+b— la —0]),
1
max (a,b) = B (a+b+|a—10]).
3. Si ¢’ # 0 alors a partir d'un certain rang ng, les éléments de la suite v sont non nuls et la
. u e : |7
suite — est définie & partir de ce rang. On peut en fait trouver ng tel que |v,| > 5 pour
v
n > ng (voir la démonstration du théoréme 3.3), ce qui entraine que :
1 1 0 —w 2
Vn > g, |— — = | = |= < =, —
v, ¥ O, ||
. 1 1 ) ) _ Up 14
et lim | — | = —. Le résultat sur le produit nous donne alors lim | — ) = —.
n—+00 \ Up v n—+oo \ U, v

4. Si £ > 0, on peut en fait trouver un entier ng tel que u, > 1 pour tout n > ng et avec :

|un, — | 2
<

Uy —
NGRS AV AL

v

on déduit que lim (\/ﬂ) = /7.

n—-+o0o

Exercice 3.34 Montrer que la suite u = (tan (n)), . est divergente.

Solution 3.34 Supposons que lim (tan(n)) = (. Avec :

n—-+o0o

tan (n) + tan (1)
tan (n + 1) = 1 — tan (n) tan (1)’

¢+ tan (1)

T&n(l) et tan (1) (1 +€%) = 0 qui est impossible.

on déduit que { =
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Exercice 3.35 Montrer que les suites réelles u = (sin (n)),,oy et v = (cos (n)), ey sont diver-
gentes.

Solution 3.35 Supposons que lim (sin(n)) = {. Avec :

n—-+4o0o
sin(n+ 1) +sin(n — 1) = 2sin (n) cos (1),

on déduit que 20 = 20 cos (1), ce qui impose £ = 0 puisque cos (1) # 1.
Avec :
sin (n + 1) = cos (n) sin (1) + sin (n) cos (1)

on déduit que lir+n (cos(n)sin (1)) =0, ce qui entraine lirf (cos (n)) = 0 puisque sin (1) # 0,

mais ce dernier résultat est incompatible avec cos? (n) + sin? (n) = 1.
On procéde de maniére analogue pour la suite v.

Exercice 3.36 Etudier, de maniére plus générale, les suites u = (sin (nf)), .y et v = (cos (nf))
ot 6 est un réel fixé.

neN>

Solution 3.36 Si 6 = kmw, ou k est un entier relatif, on a alors pour tout n € N, u, = 0
et v, = (—1)”k. La suite u est donc convergente et la suite v est convergente pour k pair et
divergente pour k impair.

On suppose maintenant que 0 ¢ wZ. Si h{l}_l (sin (nd)) = £, avec :

sin ((n+1)60) +sin((n —1)60) = 2sin (nd) cos (0) ,

on déduit que 20 = 20 cos (0), ce qui impose ¢ = 0 puisque cos (0) # 1 pour 6 ¢ wZ. Puis avec :
sin ((n 4+ 1) 0) = cos (n) sin (0) + sin (nfd) cos (9) ,

on déduit que ngrfoo (cos (nf)sin (0)) = 0, ce qui entraine ngrfoo (cos (nf)) = 0 puisque sin (0) #

0 pour § & nZ. Mais ce dernier résultat est incompatible avec cos® (nf) + sin® (nf) = 1.

Si lim (cos(n#)) = ¢, avec :

n—-+4oo

cos ((n 4 1) 0) = cos (nd) cos (#) — sin (nh) sin (0) ,

l 0)—1
on déduit que lim sin (nf) = Cleos(0) = 1)

- , ce qui contredit la divergence de u.
n—+00 sin (9)

Exercice 3.37 Etudier, sans utiliser la fonction In, la suite u = (C/X) ot \ est un nombre
n>1

réel strictement positif (voir lexercice 3.45 pour une autre solution).

Solution 3.37 On suppose d’abord que A\ > 1. En posant v, = VYA —1, on a v, > 0 pour
tout n > 1 et en utilisant l’inégalité de Bernoulli (ou plus simplement la formule du bindéme de
Newton) :
A= (1+v,)" > 1+ nv,,
ce qui donne :
A—1
n

0<w, <

et en conséquence lim (v,) =0 encore équivalent ¢ lim <C/X> =1.
n—+00 n—+oo

1
Pour 0 < A <1, de lim (" X) =1, on déduit encore que lim (\"/X) = 1.

n—-+o0o n—-+o0o
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Exercice 3.38 FEtudier, sans utiliser la fonction In, la suite u = (/n), -, .

Solution 3.38 En posant v, = ¥Yn—1, on a v, > 0 pour tout n > 1 et en utilisant la formule

du binome :
n

-1
Vn>2 n=(1+uv,)" = ZC’SUﬁ > %vi,
k=0
ce qui donne :
2
0<v, <
- n—1

et en conséquence lim (v,) = 0 encore équivalent & lim (/n) = 1.
n—-+00 n—+oo

Exercice 3.39 Etudier, pour tout nombre complexe \ et tout réel b > 0, la suite u = <—b) )
n n>1

Solution 3.39 Pour A =0, u est constante égale a 0.

On suppose donc que X # 0.

Un+1

Avec lim
n—-4o0o Uy,

|A] > 1.

Pour |A\| =1, on a A = € et on considére deuz cas.

= ||, on déduit que lim (u,) = 0 pour |A| < 1 et que u diverge pour

n—-+

1
Si 0 = 2km avec k € Z, alors u = (—b> est convergente vers 0.
"/ n>1

Si 0 ¢ 2rnZ et lim (u,) =1/, avec :

n—-4o0o

on aboutit a une contradiction. La suite u est donc divergente dans ce cas.

Théoréme 3.15 Soient u = (uy), oy €tV = (V) oy deus suites réelles telles que lim (uy) =/

n—-4oo
et lim (v,) ="/
n—-+00

1. Si >V on a alors u, > v, a partir d’un certain rang.
2. Si a partir d’un certain rang, u, < v, alors { < '
3. Si M est un majorant de la suite u, alors { < M.

4. Sim est un minorant de la suite u, alors £ > m.
Démonstration. On applique le théoréme 3.3 aux suites v —u, M —u et u — m. ]

Exercice 3.40 Que dire de la somme et du produit de deux suites divergentes, d’une suite
divergente et d’une suite convergente, de l'inverse d’une suite divergente.

Solution 3.40 Abé

Exercice 3.41 Soient (,),,5, une suite de réels positifs telle que lim e, =0 et (un),>, une

n—-4o00

suite de réels positifs telle qu’il existe X € [0, 1] avec
Vn >0, upi1 < Auy, + €,

Montrer que lim wu, = 0.
n—-+00
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Solution 3.41 Par récurrence, on a pour tout entier n >0 :
YR > ng, Uppr < ATy AT 0, NPT e b b Ae g B
Pour tout réel € > 0, on peut trouver un entier ngy tel que :
Vn>mng, 0<g, <e, 0< Aol <o

On a alors, pour tout n > ngy :

1 — /\n—n0+1

0 S U1 S )\n—no+1un0 + (/\n—no 4 )\n—no—l 4+ 4 A -+ 1) € = EUp, + ﬁ&f

1
S (uno+m)5

Ce qui prouve que lim wu, = 0.
n—-—+00

1
Exercice 3.42 Montrer que pour toute fonction f continue sur[0,1], on a lim / f(t) cos (nt?) dt =
0

1
0 et lim / f(t)sin (nt?)dt = 0 (on peut utiliser 'exercice 3.4).
0

n—-+o00

Solution 3.42 A revoir.

3.7 Comparaison des suites
Les suites considérées dans ce paragraphe sont a valeurs réelles.

Définition 3.9 Soient u = (uy), oy €t v = (Vp), ey deus suites réelles. On dit que :

1. la suite u est dominée par la suite v, s’il existe un entier ng > 0 et une suite bornée

(¥n)psn, tels que :
Vn > ng, up = ©ptn

2. la suite u est négligeable devant la suite v, s’il existe un entier ng > 0 et une suite (&)
convergente vers 0 tels que :

n>ng
Vn > ng, U, = ExUp

3. la suite u est équivalente a la suite v, s’il existe un entier ng > 0 et une suite (¢y,)
convergente vers 1 tels que :

n>ng
n Z no, Un = Pnln

On notera u,, = O (v,) pour signifier que u est dominée par v, u,, = o (v,) pour signifier que
u est négligeable devant v et u,, «~ v, pour signifier que u est équivalente a v.
“+o0o

Remarque 3.2 On vérifie facilement que la relation «~ définit une relation d’équivalence sur
les suite réelles, c’est-a-dire u «~ u (Téflexivité), si u «~ v, alors v «~ u (symétrie) et si u ~ v,
v w alors u -~ w (transitivité).
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Remarque 3.3 Si la suite u converge vers un réel ¢ # 0, alors w, « € (il suffit d’écrire
+oo

Unp, . . . . Lo N
u, = —V). Mais altention ce résultat est faur pour ¢ = 0. Dire que u est équivalente a 0

signifie que les u,, sont tous nuls a partir d’un certain rang et une suite peut avoir une limite

nulle en étant a valeurs dans R* comme le montre ’exemple de u, = —.
n

On montre facilement le résultat suivant.

Théoréme 3.16 Siu = (uy), oy €6V = (Un),cy SOnt deux suites réelles équivalents, alors elles
sont de méme nature, c’est-a-dire que u converge si, et seulement si v converge. En cas de
convergence de l'une des deux suites, on a lim wu, = lim wv,.

n—-+o0o n—-+00

Démonstration. On a u, = ¢,v, pour tout n > ny avec lim ¢, = 1. En utilisant le

n—-—+00
résultat relatif au produit de deux suites convergentes, on déduit que si v converge, il en est
alors de méme de v et lim w, = lim ¢, lim v, = lim v,. Comme lim ¢, =1, on aura
n——+00 n——+00 n——+00 n—-—+00 n——+00
1
©n # 0 a partir d'un rang n; > ng et en écrivant que v, = —u,, pour n > ny, on déduit que si
n
v converge, il en est alors de méme de u et lim w, = lim wv,.
n—-—+00 n——+00
Il en résulte que u diverge si, et seulement si v diverge. ]

3.8 Suites monotones

On rappelle que R est un corps commutatif totalement ordonné qui vérifie la propriété de la
borne supérieure.

Dire que M € R est la borne supérieure d’une partie non vide X de R signifie que M est le
plus petit des majorants de X, ce qui se traduit par :

Vee X, v < M,
Ve>0,JreX|M—-c<z<M

et on note M = sup (X).
Dans le cas ou M € X, on dit que M est le plus grand élément de X ou le maximum de X
et il est souvent noté¢ M = max (X).

Définition 3.10 On dit qu’une suite réelle (uy,), oy €st -
— croissante si :
Vn >0, Upp1 > Up,

— décroissante si :
vn Z Oa Un+1 S Un,

— monotone st elle est croissante ou décroissante.

En remplacant les inégalités larges par des inégalités strictes on parle de suites strictement
monotones.
Pour étudier la monotonie d’une suite, on étudie le signe de u,,1 — u, ou, si u, > 0 pour

N
tout n € N, le signe de —=+ — 1.

u’n
Une suite réelle (u,), oy est décroissante si, et seulement si, (—uy,), o est croissante. II suffit

donc de s’intéresser aux suites croissantes.
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Exemple 3.2 Pour toute fonction monotone f définie sur R, la suite u = (f (n)), oy est
monotone.

Exemple 3.3 Si f : I — I est une fonction croissante, alors la suite (uy), oy définie parug € 1
et upy1 = f (uy,) pour tout n € N est monotone de monotonie dépendant du signe de uy — uy.

Exercice 3.43 Que dire de la somme du produit ou du quotient (quand il est défini) de deux
suites monotones.

Solution 3.43 AAM
Exercice 3.44 Montrer que si (uy), oy est une suite croissante, il en est de méme de la suite

1 n
Up, des moyennes de Césaro définie par v, = —— Y uy.

Solution 3.44 On a :
n+ 1 Up+1

Unp,
n+2 n+2

Un4+1 =

et donc :

1 1 1 <&
Up41 — Up = n——|—2 (un+1 —’Un) T a2 (Unﬂ — o 1Zuk>

1 n

N (n+2)(n+1) ((n F 1) et k:[)Uk>
1 n

T m+2)(n+l) (Zk_o (b1 = Uk)) =0

Du théoréme de la borne supérieure, on déduit immédiatement le résultat suivant.

Théoréme 3.17 Une suite réelle croissante [resp. décroissante] (un), oy €st convergente si, et

seulement si, elle est majorée [resp. minorée| et dans ce cas on a lim w, = supu, [resp.
n—+00 neN

lim wu, = +4o0. [resp. lim w, = —o0/.

“+oo n— 00

lim w, = inf u,/ Sinon on a
neN n

n—+o0o

Démonstration. Considérons une suite u = (uy), .y croissante. Si elle est majorée, alors
I'ensemble {u, | n € N} qui est non vide et majoré admet une borne supérieure M. Soit € un
réel strictement positif. Il existe un naturel ng tel que :

M —¢e < u,, <M.
La suite étant croissante et M étant un majorant de la suite, on a :
Vn>ng, M —e<u, <M,
soit :
Vn > ng, |u, — M| <e.

La suite u est donc convergente vers M.

Si elle n’est pas majorée, pour tout réel M > 0, il existe un entier ng tel que u,, > M et
avec la croissance de u, on déduit que u,, > M pour tout n > ny. La suite u est donc divergente
vers +00.

On procede de méme pour les suites décroissantes et minorées. ]
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Exercice 3.45 Etudier, sans utiliser la fonction In et avec le théoréme précédent, la suite

u = (C/X) ot A est un nombre réel strictement positif (voir exercice 3.37 pour une autre
n>1
solution).

1 1
Solution 3.45 Avec V/1=1 et (/; = ﬁ’ il suffit de montrer le résultat pour A > 1. Dans ce

cas la suite (C/X) est strictement décroissante ("X < VA équivaut @ A < A" = AV

neN*
encore équivalent o /X > 1) et minorée par 1, elle converge donc vers un réel £ > 1. Si € > 1,
pour vy € |1,([ il existe un entier ngy tel que I > v pour tout n > ng, ce qui entraine A > y"
pour tout n > ng qui est incompatible avec lim " = +oo. On a donc £ = 1.

n—-+00

Exercice 3.46 Montrer que la suite u = (uy), oy définie par la relation de récurrence, ug =0

1++5

et Upi1 = VU, + 1 est convergente vers le nombre d’or { = 5

Solution 3.46 On vérifie facilement par récurrence que 1 < wu, < 2 pour tout n > 1. En
effet, pour n = 1, on a 1 = uy; < 2 et en supposant acquis le résultat au rang n > 1, on a

n / 1 . .
1 <vV2< Upry < V3 < 2. Et avec Unt1 _ 1+ — > 1, on déduit que u est croissante
Up,

Uy,

= Vu, + 1, on déduit que { = /£ + 1, soit
1 5
?—0—1=0 avecl < (<2, cequi équivaut o { = +2\/—.

magorée, donc convergente vers ¢ € [1,2]. De u,11

Exercice 3.47 Soit x un réel dans ]0,2[. Montrer, sans utiliser la fonction In, que la suite
(Un),>, définie par :

Vn>1, u, = <1+§>
n
est convergente.

Solution 3.47 Pourn>1on a:

] T n+1
n+1 —+
T r\ ntl
v (12 )" ey [
n+ 1 n 1 + —
n

:<1+§>n+1< n?+n(l+z) )n+1

n n?+n(l+x)+x

7\ n+1 T n+1
:<1+—) -
n n+n(l+az)+z
T

avec < 1 pour tout réel x > 0. On peut donc utiliser l'inégalité de Bernoulli
n4+n(l+z)+z
pour écrire que :

) T "+1>1 (n+1)z _ r on 1
n+n(l+z)+z n2+n(l+x)+z n+x n4+z 4%
n

(onan*+n(l+z)+z=(Mn+1)(n+x)) et donc :

T n
Upt1 > <1 + _) = Up,
n



56 Suites réelles ou complexes

ce qui signifie que, pour v > 0, (uy),~, est croissante.
D’autre part, en utilisant la formule du binéome, on a pour n > 2 :

a —1) (n—k+D
:ZCﬁx —1—|—x+z (n
k=0 nt

avec !

k - :
B b1 ,nn—=1)---n—k+1) yn—17
m_1122 et — _11 <1

La suite (un)n>1 est donc majorée et en conséquence convergente puisque croissante.
Sa limite est €* et pour x = 1, la majoration précédente donne e = el < 3.

n

Exercice 3.48 Montrer que la suite u = (uy,), o définie par u, = — est convergente vers

k!
k=0

un nombre irrationnel e.

Solution 3.48 La suite u est croissante et pour n > 2, on a :

gLl 1
Zk,— tlstm ot

<1+ ~3

1
l=3
puisque k! > 2871 pour k > 2, ce qui implique que u est convergente.
On a vu avec exercice 1.5 que sa limite e est irrationnelle.

n

Exercice 3.49 Montrer que la suite v = (uy), oy définie par u, = i In (n) pour tout
k=1

n > 1 est décroissante minorée. Sa limite est la constante d’Fuler, notée 7.

Solution 3.49 Pourn >1, on a :

1 n+1 o 1
n+l1 — Un =— —1 = - ]adt
ol U n+1 n( n ) /n (n—i—l t)

:/ —<n+1)dt<0,
n (n+1)t

c’est-a-dire que u est décroissante.

La fonction t — n est décroissante sur RY*, donc :

k+1 k+1
s, [Tl [
e A
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et pour tout n > 2, on a :

n n

1 k+1dt n+1dt

-2 / ——/ —=I(n+1),
k A

k=1 k=1

1
soit up, > In(n+1) —In(n) =1In (1—1——) > 0.
n

Exercice 3.50 En utilisant [’exercice précédent, montrer que :
2n

lim Z % =1n(2)

n—-+oo
k=n+1

Solution 3.50 Awec les notations de l’exercice précédent, on a pour toutn > 1 :

2n 2n n
1 1 1
3 1= ZE _ZE = Uy, +1n (2n) — (un + In (n))
k=1 k=1

k=n+1
= Uy, — Uy, + In(2)
et la convergence de la suite u permet alors de conclure.
Le résultat de l'exercice 3.49 peut aussi étre utilisé pour montrer que ), ———— =1n(2).

n=1

Exercice 3.51 On désigne par u = (un), oy €t v = (Vp), ey les suites respectivement définies
par :

pour n > 1.

1. Montrer que :
Vn > 1, vg, = ugy, — uy, + I (2).

2. En dédwire la limite de la suite v sachant que la suite u converge.

Solution 3.51

1. Pourn>1,o0ona:

<
[
3
I
[
(]
T
—_
~—r
e
L
I
3
—
|
S
| —

=k j=1 2j =1 j=1 2]
2n n 2n n
1 1 1 1 1
(Zis)-Ta-ri-v
k=1 Jj=1 j=1 k=1 k=1
= ug, + In(2n) — (u, +1In(n)) = ug, — u, + In(2)

2. Sachant que la suite u converge vers 7y, on déduit que lm vy, = In(2) et avec vop11 =

n—-+oo
1 . : :
, on @ ausst lim v, 1 = In(2) et en conséquence lim v, =1In(2) (exercice
2n+1 n—+o0 n—+o0

oo (_1)n—1
3.27), soit Y, ———— =1n(2).
n=1 n

Van +
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Exercice 3.52 Montrer que, pour tout réel o > 1, la suite (uy), oy définie par :

~ 1
Vn > 1, Un:Zk_a
k=1

est convergente.

1
Solution 3.52 La fonction t — o est décroissante sur R, donc :

k k
dt dt 1
N
k-1 t® 1 k& ke
et pour tout n > 2, on a :

"1 "k odt ™ dt 1 1
=1 — <1 ] ~ -1 1—
u +k§ka < +,;/k_1t°‘ + + 1( nm)

1 a —

La suite (uy), oy est alors croissante magjorée et donc convergente.
Pour a = 2, on peut utiliser les inégalités :
1 1 1 1

Vk>2, — < - .
R T k(k—1) k-1 k

pour déduire que :

L’exercice 3.49 est un cas particulier du suivant.
Exercice 3.53 Soit f : [1,+00[ — RT une fonction continue décroissante et F la primitive
de f nulle en 1. Montrer que la suite w = (uy,), oy définie par u, = Y f (k) — F (n) pour tout
k=1

n > 1 est décroissante minorée et donc convergente.

Solution 3.53 La fonction F' est définie par :

Vo> 1, F(x):/lzf(t)dt.
Pourn>1, on a :
Ups1 — U, =f(n+1)—(F(n+1)— F(n))
o= [ [T ey - o

avec f continue et f(n+ 1) < f(t) pour tout t € [n,n+ 1]. On a donc up41 —u, <0 et u est
décroissante.
La fonction f est continue décroissante sur [1,+o0[, donc :

k+1 k+1
vk>1, [ rmde< [ Fo)de= k)
k k
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et pour tout n > 2, on a :

n nooaktl n+1
Srwzd [ rwma= [ fwd=rFo,

17k

n+1
etu, > F(n+1)—F(n)= / f(&)dt >0 puisque f est a valeurs positives.

1
Le choix de f (t) = S nous permet de retrouver la constante v d’Euler.

1
Plus généralement le choix de f (t) = — avec o > () nous permet de montrer les résultats

classiques sur les séries de Riemann (théoréme 6.4, page 119).

Exercice 3.54 Montrer que si (uy),~, est une suite de réels positifs qui vérifie :

Vn > 1, up Sun#—ﬁ
alors cette suite est convergente.

Solution 3.54 On a :

1 1 1
U1 SUp+ — SUp+ —F——< =Uy+ —— — —
=TT = nn—1) "n—1 n
so0it :
1 1
0<tupir1+—<u,+——
n n—1
C’est-a-dire que la suite (un + —) est décroissante minorée. Elle est donc convergente.
n>2

Ce qui entraine la convergence de (uy), <, -

Le théoréme 3.17 associé au résultat qui suit nous donne une démonstration du théoréme de
Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 3.18 De toute suite réelle on peut extraire une suite monotone.
Démonstration. Soit A la partie de N, éventuellement vide, définie par :
neAsVYm>n, u, < u,.

Si A est finie, elle admet un majorant ng ¢ A. Il existe alors un entier n; > ng tel que uy,, > .
Comme ny ¢ A, il existe ny > ny tel que u,, > u,, et ainsi de suite, on construit par récurrence
une suite strictement croissante d’entiers (ny),oy telle que u,, , > u,, pour tout k € N. La
suite (un, ),y est alors extraite de (u,), .y et strictement croissante.

Si A est infinie, on peut ranger ces éléments dans 'ordre croissant, soit A = {n; | k € N}
avec ng < nyy1 pour tout k € N et par construction, on a uy,,, < u,, pour tout £ € N. La
suite (un, ),cy est alors extraite de (u,), oy et décroissante. [

Théoréme 3.19 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée de nombres réels on peut ex-
traire une sous-suite convergente.
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Démonstration. Résulte immédiatement des deux théorémes précédents. ]
Une conséquence importante de ce résultat est le suivant.

Théoréme 3.20 Une suite réelle (u,), oy est convergente si, et seulement si, elle est bornée et
n’a qu’une seule valeur d’adhérence.

Démonstration. On sait déja qu’une suite convergente est bornée et qu’elle n’a qu'une
seule valeur d’adhérence (théoréme 3.7).

Réciproquement, supposons que la suite bornée (uy,),, .y admette £ pour seule valeur d’adhé-
rence. Si cette suite ne converge pas vers ¢, on peut alors trouver un réel € > 0 tel que pour
tout entier n, il existe p > n avec |u, — ¢| > e. Par récurrence on peut alors construire une suite
strictement croissante d’entiers (¢ (n)), oy telle que |uym) — £| > & pour tout n. De la suite
bornée (USD("))ne on peut extraire une sous suite (uw(n))neN qui converge vers ' et par passage

N
a la limite dans I'inégalité |uy(,) — £| > € on déduit que [¢/ — €| > & > 0, c’est-a-dire que ' est
une valeur d’adhérence de (u,),, oy distincte de £, ce qui contredit I'hypothese de départ. [ ]

Exercice 3.55 Soit x un nombre irrationnel. Montrer que si (&) est une suite de nombres
neN

dn
rationnels qui converge vers x, ot pour tout n € N, p,, est un entier relatif et q,, un entier naturel
non nul, alors lim ¢, = +oco et lim p, = +o0, st x >0, lim p, = —o0, si xz < 0.
n—-+oo n—-+400 n—-+0o00

Solution 3.55 Dire que la suite (q,),cy ne converge pas vers l'infini signifie qu’il existe une
réel o > 0 tel que pour tout entier n € N, il existe un entier k, > n tel que 0 < q, < a.
On peut alors extraire de (qy), oy une sous-suite (q¢(n))n€N a valeurs dans [0, ] comme suit :
pour n = 0 il existe p (0) > 0 tel que 0 < qo0) < « et en supposant construits les entiers
e(0) < @(l) <--- <p(n) tels que 0 < gy < o pour tout k compris entre 0 et n, on peut
trouver ¢ (n +1) > ¢ (n) tel que 0 < gumi1) < a. De cetle suite bornée on peut alors extraire
une sous-suite ((]w(n)) eN qui converge vers un entier ¢ > 1, mais alors avec pym) = qu(n),
" @ (n)
on déduit que la suite (pw(n))neN est également convergente et sa limite p = xq est également

un entier, ce qui est en contradiction avec x irrationnel.

Avec p, = qn& et lirf Pn _ 4 # 0, on déduit que lir+n Pn = 00, le signe étant celur de x.
n n—+0oo (n n—-—4o00

3.9 Suites adjacentes

Définition 3.11 Deux suites réelles u = (up), oy €t v = (Vn),cn 0Nt adjacentes si la suite u
est croissante, la suite v est décroissante et si la suite v — u est convergente vers 0.

Exercice 3.56 Soient (uy), oy €t (vn)
dans N on a u, < v,,.

nen deux suites adjacentes. Montrer que pour tous n,m

Solution 3.56 Supposons qu’il existe deux indices n,m tels que u, > v,,. Comme u est crois-
sante, et v décroissante, on a alors pour tout k > max (n,m), ux > u, et vx < Uy, ce qui
entraine uy, — Vg > Uy, — U,y > 0 et 0 = klim (up — V) > up — vy > 0, ce qui est impossible.

— 400

Théoréme 3.21 Deux suites adjacentes u = (up), oy €t v = (Vp),cy convergent vers la méme
limite £, avec :
VneN, VmeN, u, </l < v,
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Démonstration. En utilisant la monotonie des suites u et v, on a :
Vn eN, uy < uy < tppr < py1 < vp <,

c’est-a-dire que u est croissante majorée par vy et v décroissante et minorée par ug, ces deux
suites sont donc convergentes avec :

lim v, — lim w,= lim (v, —u,)=0.
n—-+0o n—-+00 n—-+00

Elles convergent donc vers la méme limite :

(vn) -

(= = inf
i ) =

|
On peut remarquer qu'une majoration de I’erreur d’approximation de ¢ par les u,, est donnée
par :
VneN, 0</l—u, <v, —u,.

Exercice 3.57 Soit x un réel dans [0,1]. Montrer, sans utiliser la fonction In, que les suites
U= (Un),ey €LV = (Un),ey définies par : :

T\ " n+1
n

sont convergentes.

Solution 3.57 Pour x =0, ces suites stationnent sur 1.

On a déja vu avec l'exercice 3.47 que u est croissante pour x > 0 (et majorée pour x € ]0,2]).
Pourn>1ona:

€T n+1
n+1 n+1 1+ —
o= (1+2)7 = (14 = ——
n+1
n+1 n2+n(1+l‘)+l’ n+1
= (14
n+1 n?+n(l+z)

(1.t nt1 . . nt1
B n+1 n?+n(l+ )

et en utilisant ’inégalité de Bernoulli (ou plus simplement la formule du binéme de Newton)
pour x > 0, on obtient :

T i (n+1)x
) >4
n?+n(l+x) n?+n(l+x) n+1

(c’est équivalent & (n+ 1)°x > x (n? 4+ n (1 + z)) encore équivalent & (n +1)° > n®+n (1 + z)
ouan(l—x)+1>0 qui est vérifié pour x < 1) et donc :

T n+2
n < |1 = Un
v <+n+1) Un+1
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ce qui signifie que (vy),~, est décroissante pour x € 0,1].
Enfin, pourn >1, on a :

T
Up — Up = Up— > 0
n

. . T i
et donc u, < v, < vy (v est décroissante), ce qui donne 0 < v, —u, < et lim (U — up) =
n n—-+oo
0.

Ces deux suites sont donc adjacentes et en conséquence convergentes.

Exercice 3.58 Montrer que les suites u = (Up), ey €tV = (Un), ey définies par :

1 1
Up = E ik Un:Un-i-m
k=0
convergent vers la méme limite irrationnelle e.

Solution 3.58 [l est clair que u est croissante et pour n > 1, on a :

1 L 1 1 n—1 <0
Un, — Up — - =<
i n+1)! " (n+1)! (n+1)!
1
donc (vy,),~, est décroissante. De plus avec hrf (U — up) = 11111 —‘> =0, on déduit que
2 n—-+o0o n—+oo \ M.

ces suites sont adjacentes. Elles convergent donc vers la limite.

On a vu avec l’exercice 1.5 que la limite e de u est irrationnelle.

Les encadrements u,, < e < v,,, nous permettent de donner des valeurs approchées de e par
défaut et par exces. Par exemple, pour n = m = 10, on obtient :

uyp ~ 2.7183 < e < v = 2.7183

avec une majoration de [’erreur d’approximation donnée par :

0 S € — Uqp S V190 — U190 = ~ 2.755 - 10_7.

10!

1
On peut aussi utiliser la suite v = (vn),5, définie par vy = uy + —— (les suites u et v sont
= n-n!

encore adjacentes) et on a en fait :

0 <e-— U190 < Vg — U190 = ~ 2.755 - 1078.

10 - 10!
Exercice 3.59 Montrer que les suites u = (up), ey €tV = (V) ey définies par :

n n

1 1
un—klg—ln(n), Un—;E—ln(n—i-l)

convergent vers une méme limite v (la constante d’Euler).

Solution 3.59 Awvec l’exercice 3.49, on a déja vu que u est décroissante.
De maniére analogue, pour n > 1, on a :

1 n+2 2 1
Upt1 —Up = —— —1In = ——|dt
n+1 n+1 ni1 \n+1 ¢t

n+2t_
:/ —(n+1)dt>0,
el (m+1)t
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c’est-a-dire que v est croissante.

Et avec : )
lim (un — o) = lim <ln (”+ )) —In(1) =0,

n——+oo n—-+4oo n

on conclut que ces deuz suites sont adjacentes.
Les encadrements v, < v < U, nous permettent de donner des valeurs approchées de . Par
exemple, pour n = m = 10, on obtient :

Exercice 3.60 Montrer que les suites u = (un),,cy € v = (Un)

nen définies par :

~ 1 ~ 1
un:Z——2\/n+l, vn:Z——Z\/ﬁ
k;:l\/E k:l\/E

convergent vers une méme limite.

Solution 3.60 Pourn > 1, on a :
1 1 2
i vn+1 v v vn+1l Vn+l+vn+2
o vVn+2—+yn+1 B 1
Vit T(Vn+1+vn+2)  Vnil(Va+l+vn+t2)

c’est-a-dire que u est croissante.
De méme :

S >0,

1 1 2
Up —Un:—~|—2< n— n+1>: —
i Vn+1 v Vntl Ja+vntl

n—vn—+1 1

TVari(arvatD) | varl(vrevagD)l

c’est-a-dire que v est décroissante.
Enfin avec :

1
lim (u, —v,) =2 lim (\/n +1-— n) =2 lim (—> =0,
N too ( ) n—+o0 \/_ n—+oo \ v/ + 1+ \/ﬁ

on conclut que ces deuz suites sont adjacentes et donc convergentes vers (.
Les encadrements u, < { < v,,, nous permettent de donner des valeurs approchées de £. Par
exemple, pour n = m = 20, on obtient :

U =~ —1.5699 S 14 S Vop ~ —1.349

En fait, les deux exercices qui précédent ne sont que des cas particulier du résultat suivant
qui compléte 'exercice 3.53.
Exercice 3.61 Soit f : [1,+00][ — R une fonction continue décroissante telle que liril f(x)=
Tr—1T00
0 et F' la primitive de f nulle en 1. Montrer que les suites u = (uy), oy €t v = (Vp), ey définies
par

neN

n

u, = f(k)—F(n+1)
Vn > 1, o

convergent vers une méme limite.
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Solution 3.61 Comme f tend vers 0 en décroissant a l’infini, elle est nécessairement a valeurs
positives.

Awvec lexercice 3.58 on a vu que u est croissante et v décroissante.

Avec :

n+1
vn—un:F(n+1)—F(n):/ f(t)dt
et f positive décroissante, on déduit que :

et lirf (v, — uyp) = 0 puisque lir+n f(n)=0.

Les suites adjacentes peuvent étre utilisées pour étudier des suites construites a partir de
moyennes, arithmétiques, géométriques ou harmoniques.

Exercice 3.62 Soient 0 < a < b et (up), ey (VUn) ey définies par :

Ug = a
Uozb

2
Upt1 = T (moyenne harmonique)
Vn € N, u, | on
Up + Up . L
Un4t = o (moyenne arithmétique)

Montrer que ces suites sont adjacentes de limite v/ ab (moyenne géométrique). Pour b =1, on
a des approximations de /a.

Solution 3.62 On vérifie facilement, par récurrence, que u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.
Pourn € N, on a :

Up, — Up
Un4+1 — Un = 9
avec ug —vg=a —b <0 et pourn >1:
2
2un—lvn—l Up—1 + Un—1 (un—l - Un—l)
Up—1 + Un—1 2 2 (un—l + 'Un—l)
Il en résulte que (vy), oy est décroissante.
Avec :
_ 2u,v, Uy (Un — Uy)
Up41 — Up = — Up = )

on déduit que (up), oy est croissante.
Enfin avec u, >0 on a :

0< Un+1 — Un+1 =

et par récurrence :

Ogun—vn<b_a — 0.

- 2" n—+too
Les suites (un),cn €t (Vn),en SOnt donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme
limite X > 0.
D’autre part avec Uy 1Vnp1 = UpVp, on déduit que u,v, = ugvy pour tout n et \*> = ugvg. Donc :

lim w, = lim v, = ugvy = Vab.

n—-+o00 n—-+o0o
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Exercice 3.63 Soient 0 < a < b et (up), oy €t (Vn),en définies par :
Ug = a
Vo = b

Ups1 = \/UnVp (Moyenne géométrique)
Vn € N, Up, + Up : iy
Ut = T (moyenne arithmétique)

Montrer que ces suites sont adjacentes de méme limite. Cette limite est appelée moyenne
arithmético-géométrique de a et b.

Solution 3.63 On vérifie facilement, par récurrence, que u, > 0 et v, > 0 pour tout n € N.

“ ;— ! (conséquence de (v — u)® >

On rappelle que pour tous réels u, v positifs, on a \/uv <
0).
Awec 'inégalité précédente, on déduit que u, < v, pour tout n € N.
U+ v .
Avec u < Juv <wv et u < T < v pouru >0 etv >0, on déduit que u, < U1 = /UpUp

Uy, + Uy,
et Upi1 = < v, pour tout n € N.
La suite (uy), oy est donc croissante et (vy), oy décroissante.
Enfin avec :
Up — Up
0< Un41 — Un+1 < Un41 — Un = 9 )

et lim (v, —u,)=0.
n—-+o00

Les suites (un),cn €t (Vn),en SONt donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme
limite £ > 0.
On peut montrer que cette limite est { =

on déduit par récurrence sur n >0 que 0 < v, —u, <

STy O B (@) est Vintégrale ellptique definie

oo dt
o VBT E 1P
(voir lépreuve 1 du Capes Externe 1995).

par :

E (a,b) =

Exercice 3.64 Soient 0 < a <b et (up), oy €t (Vn),en définies par :

neN

Uy, + Uy,

{ uof; ,VneN, { T T

Yo = Un41 = 4/ Un+1Un

sin (0)
0

Montrer que ces suites sont adjacentes de limite { = b ot cos (0) =

a
7
Solution 3.64 On vérifie par récurrence, que

VneN, 0<u, <Uppr < Uy < Uy
Pourn=0,onal0<ug=a<b=uvg et :

U0+U0

Uy = > ug >0

2
v1:\/u0;U0v0<\/v(Q):vo
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V1 — Ul = /U1 Vo — VU1 :L Vo — Uy
| Vi (Voo = /ur) \/U_0+\/u_1( )

B VU1 " _Upt+vo\ VU1 Yo — Yo >0
Vo + g \ 2 V0o + /U 2 '

On a donc bien 0 < uy < up < v < vp.

En supposant le résultat acquis au rang n >0, on a :

Upt+1 + Ung

2

Up4+1 + Uptl 2
Upgo = \/Tvnﬂ <AJV2 4 =Vpt1 >0

AV Un+42
(vn+1 - un+2)
VUn+1 T /Unt2
_ VUn+2 " Upt1 + Ung1
= ntl — T
VUnt1 + y/Unt2 2
_ V/ Un+2 (’Unﬂ - ’Un+1) -0
VUn+t1 T /Un+2 2 '

La suite u est donc croissante et la suite v décroissante.
La derniere égalité donne pour n >0 :

Upt2 = > Up41 > 0

Upn+2 — Uny2 = \/un+2 (\/vn+1 - \/un+2) =

0< Unt1 — Upy1 =

VUnt1 (vn—vn)<vn—vn
/Up + /Unt1 2 2

et par récurrence 0 < v, — u, <

b—a . ) .
ce qui entraine lim (v, — u,) = 0.
5
on n——+o00

Les suites (un)neN et (vn)neN sont donc adjacentes et en conséquence convergent vers une méme
limite £ > 0.

Comme 0 < % < 1, il existe un unique réel 6 € }O, g[ tel que a = beos (0).

On a donc ug = beos (0) et vy = b.
Pourn =1, on a;
uo+vo  b(1+cos(0)) 5 [0
5 = 5 = bcos 5
! 0
v = /Uty = —
1 1Vo COS 5
De méme pour n =2, on a :

_mtn 0 (1+cos(3)) _ 0\ (90
Uy = 5 —bcos(é)#—bcos 3 cos 7

0 0
Vg = /Ut = bcos 3 CoS 5

Par récurrence, on vérifie que pour toutn > 1, on a :

Uy = bCOS 0 COS 0 COS 0 COS2 0
n 2 922 on—1 on

uy =

et :

et :
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et :

0 0 0 0
v, = bcos 5 )cos| gz ) reos| g | eos| o

En effet, c’est vrai pour n =1 et le supposant vrai pour n > 1, on a :

O
2 et

0 0 0 0
Unt1 = v/Upt10U, = bcos (5) cos (22> - -+ COS <2—n) cos (2n+1)

On a donc pour tout n > 1 :

un—i—vn

Un4+1 =

Uy, = bﬁcos <2%)

En remarquant que :

(5) =0 3 G e~ 21

= (2)=(5) - sy (s)
-l (3) 5 cos<2%>

2

bsin (0)
Up = B 9
2" sin (2—n)
0 bsin (6
Puis avec sin | — «w  —, on déduit que lim u, = lim v, = sin ( )
AL n—+oo 2N n—-+o00 n—-+o0o 0
1 4
Pour a = E, b=1,0na6 = % et les suites u et v donnent des approrimations de —.

67

Le théoréme des suites adjacentes est équivalent au théoréme des segments emboités qui

suit.

Théoréme 3.22 Si ([ay,by)), oy €st une suite de segments emboités (c’est-a-dire que a, < by
et [ans1,bnt1] C [an, by pour tout n € N) telle que liril (bn, — an) =0, alors il existe un réel £

tel que ﬂ [an, bn] = {(}.

neN
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Démonstration. Il est facile de vérifier que les suites (ay), o €t (bn), o sont adjacentes et :
(= =i = lim (b,) = inf (b,) .
sup (an) = lim (an) = limy (bn) = Inf (6.)
|
Le théoréme des suites adjacentes nous permet de retrouver le théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Théoréme 3.23 (Bolzano-Weierstrass) De toute suite bornée de nombres réels (uy), oy 0N
peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration. On utilise le principe de dichotomie.

Si [ag, bo] est un intervalle réel qui contient tous les éléments de la suite (uy,), oy on le coupe
en deux parties égales et on garde une de ces parties qui contient des wu, pour une infinité
d’indices n. En réitérant ce procédé on construit deux suites adjacentes (a),cn €t (bn),en
et une application ¢ strictement croissante de N dans N telles que chaque intervalle [a,,, b,]
contient un terme Ug(n)- La suite (u%’(”))neN est alors convergente. [ ]

Le théoréme des suites adjacentes permet également de montrer que R n’est pas dénombrable
en utilisant en utilisant le principe de trichotomie.

Théoréme 3.24 R n’est pas dénombrable.

Démonstration. II suffit pour cela de montrer que [0, 1] n’est pas dénombrable.

Supposons qu’il existe une application bijective ¢ : N — [0,1]. En coupant I = [0,1] en
trois segments de méme longueur, il en existe un que l'on note Iy qui ne contient pas f (0). On
coupe ensuite I en trois segments de méme longueur en notant I; I'un de ces segments qui ne

contient par f(1). Par récurrence, on construit ainsi une suite de segments emboités (1,,),,cn

telle que, pour tout n € N, I, ne contient pas f (n) et I,, est de longueur > on déduit alors du

théoréme des segments emboités que () I, = {z} avec x € [0,1] et x # f (n) pour tout n € N,
neN
ce qui contredit la définition de f. ]

Une autre application importante du théoréme des segments emboités (ou des suites adja-
centes) est le théoréme des valeurs intermédiaires qui fournit de plus une méthode d’approxi-
mation d’une solution d’une équation f (z) = 0.

Théoréme 3.25 Si [ = [a,b] est un intervalle réel fermé borné et f une fonction continue
de I dans R telle que f(a) f (b) < 0, alors Iéquation f(x) = 0 admet au moins une solution
a € la,bl.

Démonstration. Supposons que f(a) < 0 < f(b) (en remplagant au besoin f par —f on
se rameéne toujours a ce cas).

On construit, par récurrence, une suite ([an, b,))
maniére suivante :

~ lao, bo] = [a, b];

— en supposant construit [a,, b,] C [a,b] pour n > 0, on pose :

b b
[an,an;— "} sif(an;— n> > 0,

n+1, bn -
[@nt1, bnya] a, + b,
2

nen d'intervalles emboités dans [a, b] de la

, bn] sinon.

bn_an
2

On a alors [an41,bn41] C [an, by] avec by — apy1 =
b—a

entraine b,, — a,, = ST pour tout n > 0.

pour tout n > 0, ce qui
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([an, by)]),,en €st alors une suite de segments emboités et ﬂ [an, by] = {a} avec a € [a, b] .

neN
De plus, par construction, on a f (a,) <0 < f (b,) pour tout n > 0. En effet, c’est vrai pour

n = 0 et en supposant cet encadrement vérifié au rang n > 0, on a f (a,11) = f(an) < 0 si

b b b
f(a"; ") > 0 avec et b, = an; “ et f(byy1) = f(b,) > 0si f(a";r "] <0 avec et
a, + by,
Up41 = .
Avec a = hé% (a,) = liélgI (bn) et la continuité de f, on déduit alors que :
f(a)=lim (f (a,)) <0 <lim(f(bn)) = [ (),

neN neN

ce qui équivaut a f (o) = 0. Comme de plus on a supposé que f (a) f (b) < 0, « est différent de
a et de b. ]

Remarque 3.4 Si f est strictement monotone, elle est alors injective et a est 'unique solution
dans [a,b] de l’équation f(x) = 0.

an, + b,

Remarque 3.5 La suite ( ) converge également vers a.
neN

Pour chacune des trois suites, on la majoration de I’erreur d’approximation :

b—a

VneN, |a—x,| < T

ce qui permet de déterminer un nombre suffisant d’itérations pour atteindre une précision € > 0

b—a

donnée. On peut prendre ny = log, (
En pratique on préfére utiliser le test d’arrét |b, — a,| < ¢.

=12 —2 sur|0,2]

Exemple 3.4 Pour approzimer /2, on utilise la fonction f définie par f (x)
(bn),en définies par

(ona f(0) =—-2<0< f(2) =2), ce qui conduit aux suites (an), oy €t

Cl():l, b0:2 et :
an +b,| . [(an+ by 2>2
Qnp, 5t )
2 2

[@ni1,bnga] =
Rk
,by | sinon.
2
. a, + by, , . Ny ,
La suite (up),cn = 5 permet d’approzimer \/2 avec pour majoration de Uerreur :

neN

1

un—\/il Sbn—anzz—n.

La programmation permettant le calcul des u,, est élémentaire.
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3.10 Le théoréme de Césaro

Si (un)neN est une suite numérique qui converge vers £, les u, seront proches de ¢ pour n
n—1

assez grand et il semble naturel qu'’il en est de méme des moyennes — > u. Clest ce que dit
k=0
le théoréme de Césaro. Un peu plus généralement, on a le résultat suivant.

Théoréme 3.26 Soit (o), .y une suite de réels strictement positifs telle que lim (Z ak> =

n—-+4o0o k=0
+00.
St (Un),ey €5t une suite réelle ou complexe convergente, on a alors :

Démonstration. Notons ¢ = lim (u,) et, pour tout entier n > 1 :

n—-+4o0o

-1
A, :Zak, vn—j Zakuk

0 n

£
Il

On a:
Ve >0, In. e N|Vn>n., |u, — | <e

et donc pour n > n. :

n—1
1
| —€| A_n Zak (Uk—f
k=0
1 Ne 1 n—1
A_ Zak(uk—ﬁ) A_ Z ak\uk—ﬂ
™ k=0 k=ne+1
n—1

A
: : : ) : Ce . .
Si de plus on lim (A,) = +o0, il en résulte que lim 1= 0 (e étant fixé) et on peut

n——4o00 n—-—+o0o

trouver un entier n; > n. tel que :
Vn > nq, v, — 4] < 2¢
D’ot le résultat annoncé. ]

Remarque 3.6 Ce théoréme est souvent utilisé en considérant les moyennes arithmétiques,
¢’est-a-dire avec la suite (o), oy Stationnaire sur 1. Précisément, on a :

n—1

1
li n) = i — =
i () = <n2“>

k=0
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Définition 3.12 On dit qu’une suite (uy), .y converge au sens de Césaro vers un scalaire £, si

n—1
la suite (— > uk) est convergente vers (.
T k=0 neN*

Exercice 3.65 Montrer que si (un),cy est une suite réelle ou complewe convergente, on a alors
pour tout réel o« > 0 :

. 1 . 1
nETOO (na-i-l Zk uk) T a+l nEIEoo (1tn)
(

Solution 3.65 On désigne par (o), oy la suite définie par o, = n®. Comme k* > 1 pour tout

n n
k>1,0ona ) o >net lim (> ap)=-+oo. Le théoréme de Césaro nous dit alors que :
k=1 o0 \ k=1
1 n
lim — kCu, | = lim (uy,)
n—-+00 l{a =1 n—-+o0o

Il s’agit alors de trouver un équivalent de S, = > k“. En utilisant la croissance de la fonction

k=1
t — t* sur [1,+00[, on a pour tout entier k > 1 :
Vit e [k k+1], B <t* < (k+1)"
et :
k+1
k< / todt < (k+1)"
k

de sorte que :

n n k41 n
k“SZ/ todt <Y (k+1)°
k=1 k=1 "k k=1
ou encore : » »
SHS/ tadt:(n+1) _1§Sn+1—1-
1 o+ 1
1 a+1 1 a+1 - 1 a+1 _ 1
On a donc S,, < (n+1) et (n+1) < Sni1 ou encore - < S,, ce qui donne :
a+1 a+1 a+1
a+l a+l
n 1 <5 < (n+1)
a+l — "7 a+l
et 1 +1
1— == Sh 1 1\“
L < < 14+ — .
a+1 _no‘“_a—i—l(—{_n)
] .5, 1 S ntt

1l en résulte que n1—1>r—|I-100 T~ o T ce qui signifie que Sy, e arl

1 2 1
FE g li k“ = li n) -

n conséquence, on a lim (na+1 k;1 uk) o1l (uy)

Exercice 3.66 Montrer que si (uy),, oy €st une suite réelle ou compleze telle que lim  (up41 — uy) =
n—-+o0o

: . . p . U
¢ (avec U éventuellement infini pour une suite réelle), alors lim — = (.
n—+oo N
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Solution 3.66 I suffit d’écrire que :
0
(U1 — ug) + o

et d’utiliser le théoréme de Césaro.
L’exercice précédent peut se généraliser comme suit.
Exercice 3.67 Soient (uy), .y une suite réelle ou complexe et (Vy), oy une suite réelle stricte-

Un, U,
ment croissante non majorée telle que o > 0. Montrer que si lim (L) = A, alors

n—-400 7n+1 — ")/n
lim (un> =\
n—+00 \ Vp

Solution 3.67 On désigne par (o), oy la suite définie par a, = Yny1 — Yn. Comme (Vn),en
est strictement croissante avec vy > 0, les suites (), ey €t (0n),en SONE G valeurs strictement
positives. Si de plus (Vn),cn €5t non majorée, elle diverge vers +oo et :

nkrfoo (Z ()ék) = hrf (Yne1 — Y0) = +00.

En écrivant que :

,_A

Uk—i—l —up 1 (tn — 1)
— n — WO
2_: —0 7k+1 — T InT 70

Upil — U Up — U
et en utilisant le théoréme de Césaro, on déduit que si lim (M) =\, alors lim ——2 =
n—=+o0 \ Ynt1 — Tn n—=400 Y — Yo
u u
A, soit  lim = X puisque lim -, = +oo. Enfin avec = = _n—’}’oa on déduit
n—=+00 Y — Y0 n—-+00 Yo=Y  Ynl—2

Tn

que lim (12) =\
n—+00 \ Vp

Exercice 3.68 Soient (uy), ey« €t (Un),en- deur suites numériques convergentes respectivement
vers { et {'. Montrer que la suite (wy),cy. définie par :

1 n
Vn € N*, w, = - Zukvn,k

converge vers ({'.

Solution 3.68 On a, pour toutn > 1 :

n

=1 > (ugvn_p — £0)

n
k=1
1 - / /
== (wk (i — ) + £ (up = 1))
nk:l
et :
/ 1 . / /1 -
|w —ge\<supyuny—Z(vn,k—e)ﬂm—Z(uk—z)
neN k=1 Ly

(la suite (uy), ey €5t bornée puisque convergente). On conclut alors avec le théoréme de Césaro.
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Exercice 3.69 Montrer que le théoreme de Césaro est encore valable pour des suites réelles
(tn)pen qui diverge vers —oo ou +00.

Solution 3.69 Quitte a remplacer (uy), oy Par (—uy) on peut supposer que lim (u,) =

neN>» n—-+o0

+00.
On a donc :
YA >0, dng € N | Vn > ng, u, > A

et, en gardant les notations utilisées dans la démonstration du théoréeme, on a pour tout n > ng :

1
Up = —/— Z AU
An k=0
1 no n—1
= A—Zakuk + — Z QU
" k=0 " k=ng+1
ZO AnAAno)\:)\ COAAno)\

— A
Si de plus on lim (A,) = +o0, il en résulte que lim (%) =0 (X étant fixé) et on

n—-+o0o n—-+o0o n

peut trouver un entier ny > ng tel que :

Co— Ay 1
Vnznl, %>—§

ce qui donne :

A
Vn > nq, vn>§

et le résultat annoncé puisque X\ est quelconque.
On a donc le résultat suivant.

Théoréme 3.27 Une suite numérique (uy), oy convergente est convergente au sens de Césaro.
St de plus cette suite est réelle et diverge vers —oo ou +00, elle diverge aussi au sens de Césaro
vers —oo 0u +00.

Remarque 3.7 En considérant les suites définies par a,, = 1 et u, = (—1)", on voit que la
réciproque est fausse. Toutefois, on a le résultat suivant.

Exercice 3.70 Soit (uy), .y une suite numérique convergente au sens de Césaro vers {. Si de

plus on a lm n (u, — un—1) = 0, alors la suite (uy),y converge vers (.
n—+oo

Solution 3.70 On a :

n n n n n—1
k‘(uk —uk_l) = Zkuk — Zkuk_l = Zkuk — Z(k—f- l)uk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=0

n—1
= nu, — E Uy,
k=0
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soit :
1n—1 1 n
un—E;uk:ﬁ;k(uk—uk_l) n:OOO

en appliquant le théoreme de Césaro a la suite (n (U — Un—1)),cy » C€ qui donne :

n—1
1
lim u, = lim —Zuk =/.
k=0

n—-+4oo n—-+oo N,
Le résultat précédent est un cas particulier du théoréme de Hardy qui suit.
Exercice 3.71 Soient (uy), oy une suite numérique et (v,), oy la suite des moyennes de Césaro

définie par :

1 n—1
Unp = EZU]C
k=0
1. Montrer que :
n 1 m—1
Vm > n, Uy, — Uy = m_n(vm—vn)+m_nk2(um—uk).
=n

2. On suppose que la suite (uy),oy converge au sens de Césaro vers £ et que la suite
(n (tp, — Un—1)), ey €St bornée. On désigne par M un majorant la suite (1 |t, — Up—1|),,cx -

(a) Montrer que :
m-—n

n
Vm > n, |um—vm|§m_n|vm—vn|+Mn+1.

V) = 0 et donc que la suite (u,), oy converge vers /.

(b) Montrer que liIJIrl (U, —

Solution 3.71

1. Pourm >mn, on a :

n—1 m—1 m—1
1 1 n 1
Uy = — E up + — g U = —Up + — g U,
m m m m
k=0 k=n k=n
et :
m—1
n 1
U, — Uy = Uy — —VUp — — g Uk,
m m
k=n
m—1
n 1 m—n
=Um — —Up — — (uk - um) U,
m m
k=n
m—1
n 1
m
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sott :
n n 1
um—vm:E(um—vm)—i——(vm—vn)—i—E (U, — ug)
k=n
ou encore : )
m-—n n 1 —
m (um_vm):_(vm_vn)"‘a (U, — ug)
k=n
c’est-a-dire :
n 1 m—1
Um — Um = (Um_vn)+ (U _U’k)
m-—n m—n
k=n
2.
(a) Pour m > n et k compris entre n et m — 1, on a :
| < zm: | <M zm: 1 —k < ymon
Uy — U U; — Ui -
m = Ukl = i g +1 = n+l’
j=k+1
ce qui donne :
n M Em-n
_ < _
= Um| < m—n|vm vn|+m—n; n+1
—n
< - m
< Ivm Un| + SR

(b) D’autre part, la suite convergente (un), .y €tant de Cauchy, on peut trouver, pour

tout réel € > 0, un entier ng > — (ce choix sera justifié plus loin) tel que :
€

2
Vn > ng, Ym > ng, |[Um — v,| < €%,

ce qui donne :

—-—n

5 +M
n—+1

Ym >n > ng, |ty — vp] <

Pour m > ng assez grand, on cherche un entier n compris entre ny et m tel que :

n 1 m—n

)

m—n e n—+1

ou encore :
m—e

<n< .
e+1 " e+1
Pour ce faire, il suffit de prendre n tel que :

n:E(m_€)+1
e+1

m>n0—|—£(no—|—1).

ou m est choisi tel que :

En effet, on a :

m—¢
n—1< <n
e+1
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donc :
m—¢ m+1
n < = m
e+1 e+1
1
putsque m > ng > — et :
€
n>-——>
e+1 =

sim >¢e(ng+ 1)+ ne.

m—e
On a donc pour e > 0 donné et m > ng+e (ng + 1), en prenantn = E ( )—i—l :

e+1
n m-—n
U — V| < e+ M <(M+1)e.
m-—n n+1
On a donc ainsi prouvé que lirJrrl (U, — V) = 0 et lirJrrl Uy = hr_? U = L.

Exercice 3.72 Soit (un), oy une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite

n—1 n
(un)neN CONveErge vers g, alors la suite ((H uk) ) des moyennes geometmques converge
k=0
neN*

ausst vers /.

n—-+4o0o n—-—4oo n—-4o0o

1 n=1
Solution 3.72 Si lim (u,) =¢ >0, alors lim (In(u,)) =1In(¢) € [—o0, +oo| et lim (— > In (uk)> =
N k=0

n—1 %
p avec = In (€) pour £ réel et p = —o0 pour £ =0. On a donc lim <ln ((H uk) )) =pu

n—-+00 k=0
n—1 n
et lim (H uk) =et =/
n—too \ \k=0

Exercice 3.73 Soit (un), .y une suite de réels strictement positifs. Montrer que si la suite

3=

n
n—1 1

(tn),en converge vers L, alors la suite des moyennes harmoniques converge

k=0 Uk neN*
ausst vers /.

1 1 1=l 1
Solution 3.73 Ona lim — = - € [0, +o0] et le théoréeme de Césaro nous dit que lim — > — =
n—+oo U, F n—-+oo N =0 Uk

1 L - n
—, encore équivalent a lim
l n—+oo =1 1

= /.

k=0 Uk

Remarque 3.8 En utilisant Uencadrement H, (u) < G, (u) < A, (u), ou H, (u), G, (u) et
A, (u) désigne respectivement les moyennes harmonique, géométrique et arithmétique de la
suite u, la convergence de (G (u)),cn- vers £ se déduit de celle des suites (H, (u)),cn- €l

(An (W) pene -

Exercice 3.74 Soit (uy), oy une suite réelle ou compleze telle que uy, soit non nul a partir d’un
) =\, alors lirf <\”/]un|> =\

Un+1
U,

certain rang. Montrer que si lim (
n—-+00

La réciproque est-elle vrai ?
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Solution 3.74 On peut supposer, quitte a réindéxer la suite, que tous les u, sont non nuls.

St lir+n ( Untl ) = A > 0, alors lirf (ln ot ) = g avec pi = In(X) pour \ réel et
n——+o00 Unp, n—-+00 Up,
p = —00 pour A =0, soit lir+n (In |tupi1| — Injuy,|) = p et en utilisant le théoreme de Césaro :
1 n—1
li - 1 -1 =
i <nk§_%<n|uk+l| n|uk|>) !

soit :

1
lim (— (In |u,| — In |u0|)> =pu

n—-+4oo n

un|>> = 1 (c’est Uexercice précédent avec la suite (In |[uy)),,cn ),

ce qui donne liril (\”/|un|) =el =\

La réciproque est fausse comme le montre 'exemple de la suite (uy,), oy définie par :

encore équivalent a lim <ln < L
n—-+00

n+1l ., n—1

n,n . .
a2b2 sin est pair

Uy = bl -1 ‘ :
a2 b2z sin est impair

avec 0 <a <b. On a:

¥ = 1
Un = ntl, n=1\n a\ 3
(a 202 ) = Vab (E) si n est impair
—  Vab
n—-+00
et : s
a 2 bz ) ' vai
=a sin est pair
Upt+1 a%b% p
— n+ n+1
U, a2 bz , . .
——— = b st n est impair
a2 b2

Up+1 ..
donc ( n’a pas de limite.
Un neN

Exercice 3.75 Déterminer les limites des suites :

1 ,./(3n)!
neN*

Solution 3.75 Notons v, = /u, chacune de ces suites. Dans l’ordre d’apparition, on a :

neN*

Unt1  (2n+2)(2n+1)

= 3 — 47
donc lim v, =4;
n——+0o00
Unt1 _ (2n+2)(2n+1) ~ oo

Un n n——+00
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donc lim v, = +o0.
n—-+o00

./ (3n)! ‘
Uy, = 2] et :

Uit n \*" (3n+3)(Bn+2)(3n+1) 27
= —_—  —
Un n-+1 (n —+ ]_)3 n—+oo 2 ’

. 27
donc lim v, = —.
n—-4oo 62

Exercice 3.76 Soit a > —1 et (uy,),>, la suite de réels définie par

1
uy >0, Upt1 = Un + — (n>0)

1. Montrer que lim wu, = +o00.
n—-+o00

1
2. Montrerquepourtoutﬁ>0onaugﬂzug(l—l— b +0( ))

a+1 a+1
un un

3. Donner un équivalent de w, a l'infini.

Solution 3.76 1. La suite (u,), .y est strictement croissante (par récurrence). Si elle était

1
bornée, alors elle serait convergente de limite £ vérifiant £ = £+ —, ce qui est impossible.

ga

B _p A 1
Unt1 = Un (1 - uatl To (ua+1>) :

lim (u®T! —ut) = a + 1.
nﬂ+oo< n+1 n )

Donc lim wu, = +oo.
n—-+o0o

2. Pour tout réel, on a

3. Pour =a+1 :

Le théoréeme de Césaro entraine alors que :

a+1

lim =a+1
n—-+4oo n

c’est-a-dire que :
1

Up o (v +1)m)o+t .



